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Diagonal de un ortoedro y volumen de un paralelepipedo

1. Expresa la diagonal de un ortoedro en funcién de sus dimensiones, @, b y c.

Diagonal = Va2 +b*+ c?

2. Calcula el volumen de este paralelepipedo en funcién de sus dimensiones 4, b y ¢ y de los 4n-

gulos o y P.

Volumen = a b ¢ sen o cos B
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1 La propiedad a- (6- v) = (ab) - v relaciona el producto de nimeros por vectores con el producto
entre numeros.

a) De los cuatro productos que aparecen, ;cudles son del primer tipo y cudles del segundo?

b) Interpreta dicha propiedad para 2=3, b=-2 y v un vector cualquiera representado sobre el
papel.

a) Producto de niimeros por vectores:
bov; (a-b)-vs a-(b-v)
Producto entre nimeros: @ - b

b) a-(b-v)=3-(=2v)

(ﬂ-b)-;:—G; 3.(-2v)=—06v

2 La propiedad distributiva (2 + 6) - v=a-v + b. v relaciona la suma de niimeros con la suma
de vectores.

a) De las dos sumas que aparecen, determina cudl es de cada tipo.

b) Interpreta dicha propiedad para 2=3, =5 y v un vector cualquiera representado sobre el
papel.
a) Suma de niimeros:
a+b
Suma de vectores:
av +bv

b) (2+6)-v=8v

av +bv =3v +5v

}83:33+53
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1Si u(-3,5,1), v(7,4,-2), hallalas coordenadas de:
a) 2u b) Ov o -u d)2u+v Qu-v f)5u-3v
a)2u=2-(-3,51)=(6,10,2)
b) 0v = (0, 0, 0)
o —u=-(3,51)=(3,-5-1)
d) 20+ v =2(-3,51)+(7,4,-2) = (1, 14, 0)
Q) u-v=(351-(4-2)=(-10,1,3)

) 5Su—3v =5(=3,5, 1) =3(7, 4, -2) = (=36, 13, 11)

2 Sean los vectores:

;(1; _5, 2); ;’(3; 4’ _1); ;(61 3’ _5)1 ;(24’ _261 _6)

—

Halla 4, b, ¢ para que se cumpla ax + by + cz = w.
ﬂ(l’ _5) 2) + 5(3) 4’ _]-) + 6(6) 3; _5) = (241 _26) _6)
(@+3b+6c, 52+ 4b +3¢c,2a—b—5¢c) = (24, -26, -06)

a+3b+6c= 24 1 3 6
—Sa+4b+3c=-26; |-5 4 3|=-92
20— b—-5c= -6 2 -1 -5

24 3 6

26 4 3

-6 -1 5[ _552

‘= o5 op %

1 24 6

-5 26 3

2 -6 S| 184

b= 92 “ gy T

1 3 24

-5 4 =26
e 2 -1 -6 _ 368 4
-92 -92

Solucién: a=6, b=2, c=4, esdecir, 6x -2y +4z =w .
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1 Respecto de una base ortonormal, las coordenadas de tres vectores son :1(3, -1, 5), v (4,7, 11),

w (=2, b, 3).

a) Calcula u-v.

b)Halla % paraque v y w sean perpendiculares.

Q) u-v=03-1,5 4711)=3-4+(1)-7+5-11=12-7+55=60
b) Como v=0 y w=0, son perpendicularessi v-w=0 —

= v-ow=4-(2)+7 - k+11-3=-8+7k+33=7F+25=0 — k:—%
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2 Dados los vectores ;(5, -1, 2), v (-1, 2,-2), calcula:
a) a-v
b) [ul y [v]
9 (@)
d) Proyeccién de u sobre v y proyeccién de v sobre u. (Segmento y vector).
e) ;Cudnto tiene que valer x para que el vector (7, 2, x) sea perpendicular a u?
Q) uev =—5-2-4=-11
b) [0 = ¥25+1+4 =430 = 5,48
V= Vl+4+4=4/9 =3

A cos(uyv)= 9V =1l (669 = (u,v)=132°1'26"
u

Gllv] ¥30-3

d) Segmento proyeccion de u sobre v = T S A }L =-3,67
A"

Significa que el vector proyecciéon de u enladirecciénde v tiene médulo 3,67 y sentido contrario

alde v.

u»‘ Yy ; = ﬁ (_1) 2;_2)
vI® )

Vector proyeccion de u  sobre v =

Seamento proyeccion de v sobre 1= Y-V = —11 ~-2,008
g proy 30

Vector proyeccion de v sobre u = ¥ -|u u== (51,2
u
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3 Obtén tres vectores que no sean paralelos entre si y que sean perpendiculares a este otro vector:
v (3; 2, 7)
Un vector, u (x, 5, 2), es perpendiculara v (3,2,7) si: usv =3x+2y+72=0

Por ejemplo: (0, -7, 2); (-7, 0, 3); (=2, 3, 0).

4 Halla un vector que sea perpendicular a estos dos vectores dados:
u(5,-1,2) v(-1,2,-2)

Queremos hallar las coordenadas de un vector w (x, 5, 2) que sea perpendiculara u ya v:

wlu = (5,-1,2)-(x, 3, 2)=5x— y+22=0
wlu = (-1,2,-2)-(x, y,2)=—x+2y—22=0

Este sistema tiene infinitas soluciones proporcionales. Una de ellases x=-2, y=8, z=09.

Es decir, el vector buscado puede ser (-2, 8, 9) o cualquier otro paralelo a él.
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1 Halla el producto vectorial de u(3,7,-6) y v (4, 1,-2).
uxv=037-6x41,-2) = (-8,-18,-25)

2 Halla un vector perpendicular a estos dos vectores:

u(3,7,-6) v (4,1,-2)

uxXv= (3,7,-6) X (4, 1, -2) = (-8, —18, —25) o cualquier vector proporcional a él.

3 Halla el 4rea del tridngulo determinado por los siguientes vectores:

u(3,7,-6) v(4,1,-2)
Area del paralelogramo determinado por 1 y v:
lux v|=|3,7,-6) x (4,1, -2)] = |(-8,-18, —25)|= ¥82+18%+25%=/1013

y1013
2

Area del tridngulo = ~ 15,91 u?

Matematicas |l



Unidad 4. Vectores en el espacio VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

B Producto mixto de tres vectores

Pagina 137

1 Halla el volumen del paralelepipedo definido por los siguientes vectores:
uB,-5,1)  v(7,42) w(0,61)

3 1
[u,v,w]=|7 4 2|=53 — Volumen =53 u>
0 6 1

2 Halla el valor de x para que los vectores u3,-5,1), v(7,4,2) y 2(1, 14, x) sean coplanarios
(es decir, que el volumen del paralelepipedo que determinan sea cero).

3 51
7 4 2|=47x=0 — x=0
1 14 x
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1. Combinacion lineal de vectores
Hazlo tu. Dados estos vectores:
u(l,-3,2), v(-2,6,-4), w(2,0,1)
a) Expresa, si es posible, u como combinacién lineal de v y w.
b) ;Son linealmente dependientes o independientes los vectores w, vy w?

a) (1,-3,2) =x(-2,6,4) +y(2,0, 1)

Obtenemos el sistema:

2x+2y=1
6x =3 = xz%, y=0
—4x+ y=2

La solucién obtenida es u = —53 +0w .

b) Observando el apartado anterior, vemos que —2u =v, luego no pueden ser linealmente independientes
los tres vectores.

2. Vectores perpendiculares

Hazlo tu.
a) Comprueba si los vectores a 2,-1,0) y b (1,-2,-1) son ortogonales.

b) Halla un vector unitario que sea perpendiculara a ya b.

d)alb & a-b=0

oy
o
Il

(2,-1,0)-(1,-2,-1) =4 = 0 — No son ortogonales.
b) u=a xb es perpendicular a los dos vectores.

u=(2,-1,0)% (1,-2,-1) = (1, 2, -3)
|- 7279 - T4
u 1

El vector que nos piden es: v = —=—(1,2,-3)= (
|u| J14

1 2_3)
(147 14" 14
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3. Vectores coplanarios

Hazlo tu.
a) Halla el valor de m para que los vectores u 2,3,0), v 1,m,-1) y w (-2, 0, 6) sean coplanarios.

b) Comprueba si para ese valor de m algtn par de los vectores dados son perpendiculares.

a) w es coplanario con u y v siel volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores es

cero.
2 3 0

([u,v,w]l=|1 m -1|=0 - 12m—-12=0 = m=1
-2 0 6

Luego los vectores son coplanarios si 7 = 1.
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b) u=(2,3,0), v=(1,1,-1), w=(-2,0,6)

uev =(2,30-(1,1,-1)=5=0
Uew =(2,3,0)(=2,0,6)=—4 =0
;'\_N) =(1) 1)_1)'(_2’0’6)=_8¢0

Ningun par de los vectores dados son perpendiculares.

4., Hallar un vector con ciertas condiciones

Hazlo tu. Dados estos vectores:

u(3,-2,43), v(4 -2,-4)
halla |ul, |v|, (1,v) y el vector proyeccién de u sobre v.
U=03,-2,\3), v =(4-2,-4)
|ul=9+4+3 =4
|v|=16+4+16 =6

v (3,-2,/3)-(4,-2,-4) _16-443
v G-4 Y

(E, ;) = arc cos (16_—4@) = arc cos 0,37799 = 1,1832 rad

—

- >
w = vector proyeccién de u sobre v.

Vector proyeccién = Ll%lz v-10 5646 (4,-2,-4)= <1—96 - % V3, % J3 - %, % J3 - %)

d - >
Y tiene el mismo sentido que v porser u-v >0.

5. Angulo que forman dos vectores
Hazlo td. Calcula [a+b | sabiendo que |a|=6, [B|=8 y (ab) = 45°.
|z + 6P =@ +6)-(a+b)=|al*+| 6> +2(a-6)=

AP+ BP 2|7 B|eos @ B)

=36+64+2-6-8- g =100 + 4842

|2 +6|=100+ 482
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1. Médulo de un vector

En un vértice de un cubo se aplican tres fuerzas, f;, f,y f; dirigidas segin las diagonales de las
tres caras que pasan por dicho vértice. Si sus modulos son, respectivamente, 1, 2 y 3, hallar el médulo
de la resultante.

If,+ b+ B2 =(f, + f+ £ - (F+ £+ £5) =
R R BBy by Fa by by Fye By For By Fys Fye By
=|?1|2+|?2|2+|?3|2+2?1'?2+2?1'F3+2F2'?3 =
=1+4+9+2-1-2-¢05(60° +2-1-3-cos(60°) +2-2-3.cos(60°) =

=14+2+3+6= 25—>|f1+f2+f3| V25 =5

2. Volumen de un paralelepipedo

Hallar el valor de m para que los vectores 23,0 1), 60, m -1) y a X b determinen un parale-
lepipedo de volumen igual a 49 u>.

Calculamos u=2a xb = (3,0, 1) x (0, m, -1) = (—m, 3, 3m).

Volumen del paralelepipedo:

— —

[u, a,g] = B, = 10m2+9
Igualamos a 49:

10m%2+9=49 > m=2, m=-2

3. Tetraedro regular

Sea ABCD wun tetraedro regular de arista a. Demostrar que:

—_— —_— —_— —_— —_— —_— 2
a)AB-AC=AC.AD=AD.AB=ﬂ7

b) Las aristas opuestas son ortogonales.

a)
D

c
AL
B

E'A—C)=|E|-|A—C)|6‘0560°:d-d-%=%42

Lo mismo ocurre con todos los productos.

b) CD = AD - AC
AB - CD = AB -(AD — AC)=AB - AD - AB - AC =~ %42=0
Luego AB 1 CD.
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4. Base y coordenadas
Dados los vectores a (1, -1, 0), Z(O, 1,-3), < (0, 2, -1y d (7, —4 5):

a) Justificar cudl de los siguientes conjuntos B = {Z, b b By= [Z, b, ¢, Z} o B;=1{ a, b, ?} es una
base.

b) Determinar las coordenadas de d en dicha base.

a) B; y B, no son bases porque no tienen exactamente 3 vectores.

1 -1 0
0 1 -3|=5=%0 — Los vectores son linealmente independientes.
0 2 -1

Bj si es una base porque estd formada por 3 vectores linealmente independientes.
b) (7,-4,5) =x(1,-1,0) + y(0, 1, -3) + 2(0, 2, -1)
Resolvemos el sistema:
x =7
—x+y+2z=—4; = x=7, },:_ﬁ, z:ﬁ
5 5
-3y—- z=5

Las coordenadas de d en la base Bj son: d ( R —?, 154)

5. Proyeccién de un vector sobre otro
a) Calcular las coordenadas del vector proyeccion de a(2,0,0) sobre b(2, 2, 0).
b) Hallar la longitud de la proyeccién de a sobre b.

¢) Hallar el drea del tridngulo determinado por los vectores a y b.
2)a+b=(200)-(220=4>0

u = vector proyeccién de a sobre b.

|b|= 48
~ |a-b| -~
Vector proyeccién: u = |Tg|2| b :%(2,2, 0)=(1,1,0)

b) Segmento proyccién: proy; () = | a;b | _ 4 2 u

|axb]|

o) Area = _ %|(2, 0,0)x (2,2,0) = %Ko, 0,4) =2 u?
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Para practicar

W Dependencia e independencia lineal. Base y coordenadas

1 Dados estos vectores:
a(l) _3a 2)) ;(2’ 0) 1)’ ;(5) _3’ 4)) ;(_2’ 6) _4)

a) ;Cudntos de ellos son linealmente independientes?

—

.
b) Expresa, si se puede, w como combinacién lineal de u y
u

<V

—

) Expresa, si se puede, w como combinacién lineal de

Ny

y

d) Calcula m para que el vector t(~1,m,7) sea combinacién lineal de u y v.

a) Como mucho puede haber 3 vectores linealmente independientes.

1 -3
2 0

’ =6 =0 — Hay al menos dos vectores linealmente independientes.

A partir de este menor distinto de cero, buscamos los menores de orden 3 que lo contienen:

1 -3 2 1 -3 2
2 0 1|=0 2 0 1]=0
5 -3 4 -2 6 -4

Como todos los menores de orden 3 son iguales a cero:

1 -3 2
2 0 1 . . )
an| s 5 o4 |F 2 — Hay 2 vectores linealmente independientes.
-2 6 -4
X+2y=5
b) (5,-3,4) =x(1,-3,2) +y(2,0,1) — -3x =-3 > x=1, y=2
2x+ y=4
W=u+2v
x=2y=5
o (5-3,4)=x(1,-3,2) +y(-2,6,—-4) = {-3x +6y=-3 — No tiene solucién, luego no se puede.
2x —4y=4
x+2y=-1
d) (-1, m,7)=x(1,-3,2) +y(2,0,1) - {-3x =m
2x+ y=7

Para que tenga solucidn est sistema, el rango de la matriz ampliada tiene que ser 2:

1 2 -1
3 0 m|=0—>>3m+45=0 — m=-15
21 7

Si m=-15, el vector t escombinacién linealde u y v.
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2 Compruebaquenoesposibleexpresarelvector x(3,-1,0) comocombinaciénlinealde u(1,2,-1)y

v(2,-3,5).

-> - —->
:Son linealmente independientes x, u y v?

x=au+bv — 3,-1,0)=a(1,2,-1) + b(2,-3,5)

3= a+2b 1 2 3
—1=2a-3by A= 2 -3 -1
0=—a+56b -1 5 0

Como |A'| =28 =0, el sistema es incompatible.
Luego no es posible expresar x como combinacién linealde u y v.

Como ran(A'") = 3, los tres vectores son linealmente independientes.

3 Comprueba que cualquiera de los vectores ;(1, 2, 3), _5(2, 1, 3), e (1, 0, 1) puede expresarse
como C.L. de los otros dos.

a=xb+yc - (1,2,3) =x(2,1,3) +y(1,0, 1)

1=2x+y| y=-3
2= x x=2 Por tanto: E=ZB—3Z

3=3x+y| y=-3

De aqui, también obtenemos que: b =

4 Determina m y n para que los siguientes conjuntos de vectores sean linealmente dependientes:

a) u(m,-3,2), v(2,3,m), w4 6,—4) b) u(3,2,5), v(2,47), w(l,-1,n)
m =3 2

A2 3 m|=—6m?-24m—-24=-6(m*+4m+4) =-6(m+2)?%=0 - m=-2
4 6 -4

Si m = -2, los vectores son linealmente dependientes.

3 2 5
b)|2 4 7[=8145-0 > =2
1 -1 n
Si n= i, los vectores son linealmente dependientes.

5 ;Cudles de los siguientes conjuntos de vectores son una base? Justifica tus respuestas:
A={1,2,1), (1,0,1), (2,2,2)} B={(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (0,0,1)}
Cc={-3,2,1), (1,2,-1), (1,0,1)}

A={(1,2,1), (1,0, 1), (2,2,2)}

Como (2,2,2)=(1,2,1) + (1, 0, 1), los vectores son linealmente dependientes. Por tanto, no son una
base.

B={(1,1,1), (1,0, 1), (1,1,0), (0,0, 1)}
Al ser cuatro vectores en IR, son dependientes, luego no son una base.

C=1{(-3,2,1), (1,2,-1), (1,0, 1)}

-3 2 1
1 2 —1|=-12=0 — Los vectores son linealmente independientes.
1 0 1

Un conjunto de tres vectores de IR® linealmente independientes es una base de IR>.
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6 ;Para qué valores del parimetro « el conjunto de vectores S=1{(1,1,1), (4, 1,1), (1, a, 0)} es
una base?

Como son tres vectores de IR>, formarin una base cuando sean linealmente independientes:

a=1
:az—a:a(a—l):0< 0
a=

—_— N
N
O = =

Por tanto, S es una base cuando 220 y a= 1.

M Producto de vectores

%7 En una base ortonormal tenemos a (1,2,2) y b (-4, 5,-3). Calcula:

aa-b b)|a| y |b] o (ab)
d)(a+b)-(a-b) e) axb f) |a x b|
g) El segmento proyeccién de a sobre b. h) El vector proyeccién de b sobre a.

a) a+b =(1,2,2)+(-4,5-3)=-4+10-6=0
b)|;|: J12422422-09-=-3

5= {42 +5%+(3)%=50=5y2~7,07

¢) Como a-b =0 — (a,b)=90°
d)(a+b)-(a-b)=|al*~|b]2=9-50=-41

€) axb=(1,22)x(=4,5,-3) = (16, -5, 13)

f)|axb|= {162 +(5)2+(13)2 =152

g) [b] = V50

Segmento proyeccién = pmyg(;) = alélb = (1,2, 2)‘}%4’ 5-3) =0

ay b son perpendiculares, luego el segmento proyeccién mide 0 unidades.

.
a-b>

h) Vector proyeccién de b sobre a = HE a=0-a=0 (vector cero).
a
8 Dados los siguientes vectores:
a=i+mj+k b=-2i+4j+mk

halla 7 para que los vectores a y b sean...
a) paralelos.

b) ortogonales.
_a) (1> m, 1); g (_2’ 4) m)

i_i_ﬂ
S Rl

b)zog=(l,m,1)-(—2,4,m)=—2+4m+m=5m—2=0 — m=%
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9 Halla el vector proyeccién del vector ;1)(3, 1, 2) sobre el vector ;(1, -1, 2).

10

11

12

13

Vector proyeccién de u sobre v:

(3)172)'(1)_1:2)/ 3—1+4 6
1,—1,2)2 (11_1a2):_(13_1»2):(1’_1’2)
(1-1,2]> 12412422 6

>

La proyeccién es el propio vector v .

Vamos a comprobarlo de manera razonada.

Longitud de la proyeccién:

|1 ] cos(0,v) = Y32 +17%+22 3.1,2)-(1,-1,2) __3-1+4 -6 _Js
B2e1242212412422 12412422 6

El vector proyeccidn se obtiene multiplicando su longitud por un vector unitario que tenga la misma

>

direccién y sentido que v: |V—| .
v

Vector proyeccién de u sobre v:

v SRS

:Son a 1,2,3) y b(2,-2,1) ortogonales? Si no lo son, halla el 4ngulo que forman.
a.b = (1,2,3)-(2,-2,1)=2-4+3=120 — no son ortogonales.

Sillamamos o al dngulo que forman, entonces:

> >

b 1

a -

a-b ~0,089 — o = 84°53' 20"
jallb] V1449

cos Ol =

Calcula m para que el vector ;(1,3, m) sea ortogonal al vector B(l,—Z, 3).
alb - a-b=(1,3m-(1,-23)=1-6+3m=3m-5=0 — m:%

Comprueba que el vector u(1/2, 1/2,0) no es unitario y da las coordenadas de un vector uni-
tario de la misma direccién que u.

2 2
[u|= \/<%> +<%> +02:\/%:%¢1 - no es unitario.

-
Un vector unitario de la misma direccién que u seria:

e (Q, Q, 0) . También podria ser <—£, —Q, 0) .
T T\202 2° 72

c

Dados u=2i-j+k y v=-i+3j+2k, comprueba que los vectores u X v y v X u son
opuestos, y halla su médulo.

w2, -1,1); v(-1,3,2)

UXV=(5-55); uxv=(55-5=-uXv
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14 Halla el 4rea del paralelogramo que forman los vectores a (7,-1,2) y b(1, 4, -2).

Area=|a X b|=|(=6,16,29)| = y(=6)2 +16% +29% = {1133 = 33,66 u?

15 Halla un vector perpendiculara u(2,3,1) ya v(-1, 3, 0) y que sea unitario.
uxv=(-3-1,9
|u X v|=4{(3)2+(1)2+92=,91

-3 -1 9
Luego el vector que buscamos es: | ——, —, ——
) d (¢91 o1 o1 )

16 Halla un vector ortogonal a E(l, -1,0) y ;(2, 0, 1) cuyo médulo sea J24.

->

Un vector ortogonal 4 u ya v € u X v.
-1, -1,

~ - {1=1 ol]o 1
LXvE=ilo 1pl1 2f

Un vector unitario perpendiculara u ya v es:

1 (q,-1,2)=-L1,-1,2
|(_1,—1,2)|( ) K( :

Para que el médulo sea 24 :

V24 ) a1 2) - (2 -
E L) 221D = (22,9

El vector (-2, -2, 4) es perpendicular a u ya v , y sumddulo es V24 .

También cumple estas condiciones su opuesto: (2, 2, —4).

1'7 Halla el producto mixto de los tres vectores que aparecen en cada caso:
a) u(l,-3,2), v(1,0,-1), w(2,3,0)
b) u(3,2,1), v(1,-2,0), w(-4,1,1)
o u(l,2,-1), v(3,0,2), w(-1,4,—4)

Calcula, en cada apartado, el volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores.

1 -3 2
A [u,v,wl=|1 0 —1|=15
23 0

El paralelepipedo tiene un volumen de 15 u?.

3 21
b)[u,v,w]=]1 =2 0|=-15
-4 1 1

El paralelepipedo tiene un volumen de 15 u?.

1 2 -1
Olu,v,wl=[3 0 2]=0
1 4 —4

Los tres vectores no forman un paralelepipedo (los vectores son coplanarios).
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18 Calcula el volumen del paralelepigedo+ determinado por E(l, 2, 3), v (-2,1,0) y w=uxv.
Justifica por qué el resultado es |u X v|2.

e w=uxv =(1,2,3)x(=2,1,0) = (-3, -6, 5)

1 2 3
[u, v, w]=|-2 1 0|=70 — Volumen = 70 u?
3 -6 5

e |uxv|=y9+36+25=470

[0, v, wl=(axXv)ew=(uxXv)(uxv)=|(uxv)?

19 Calcula el volumen del tetraedro determinado por los vectores siguientes:

a3,-1,1), b1,7,2), c(@2,1,-4)

3
[a, b, ¢c]=|1 7 2|=-111 - Volumen= L .111=18,5u?
21

1
6

20 Calcula el valor de m para que los vectores _l;(2, -3,1), ;(1, m3) y ;)v(—4, 5,-1) sean co-

planarios.
2 3 1

(W, v,wl=|1 m 3|=2m+8=0 - m=—4
-4 5 -1
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Para resolver

21 Considera los siguientes vectores:
I)1(1) -1, 3), ;(la 0,-1), :V(m; 1,0)

a) Calcula el valor de  paraelcual u y w son ortogonales.
b) Halla los valores de 7 que hacen que u, v y w sean linealmente independientes.
c) Para m =1 escribe el vector ;(3, 0, 2) como combinacién lineal de u, v y w.
Jdulw e u-w=0

Uew=(1L-1,3)m1,00=m-1 > m-1=0 - m=1

Son ortogonales cuando 7 = 1.

b) Los vectores son linealmente independientes si el rango de la matriz que forman es 3, es decir, si el
determinante de la matriz que forman no vale 0:

1 -1 3
1 0 -1|=m+4
m 1 0

Son linealmente independientes si 7 = —4
C) (3> 0, 2) = X(l, -1, 3) +_)}(13 0, _1) + Z(la 1, 0)
Resolvemos el sistema:

X+y+2=3
—X + z=0p = x=1, y=1, z=1
3x—y =2

- > >
S=U+V+WwW
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22 Prueba que los vectores (1, 4, b), (0,1, ¢), (0,0, 1) son linealmente independientes cualesquie-
raquesean 4, by c.
1 a b
0 1 ¢|=1=#0 paracualquier valorde 4, 6, c.
0 01

Por tanto, son linealmente independientes.
23 Dados los vectores a 1,2,-1) y b (1,3,0), comprueba que el vector axb es perpendicular

>

aa+bhyaa-b.

a(1,2,-1)
b(1, 3, 0)
a+b=(25-1)
a-b=(0,-1,-1)
ZxE:(s,_m)

(a+b)-(axb)= (2,5-1)-(3,-1,1)=0. Portanto, a + b L a xb.

(a-b)-(axb)= (0,~1,-1)+(3,-1,1) = 0. Portanto, a — b L a xb.

Hasta aqui, la comprobacidn rutinaria, numérica. Mds interesante es la siguiente reflexién:

Los vectores a + b y a — b son las diagonales del pa-
ralelogramo determinado por a y b. Por tanto, estin

en el plano definido por a y b. Yel vector a X b es

perpendicular a dicho plano.

Asi, a y b son perpendicularesa a X b.

24 a) Comprueba que el paralelogramo determinado por los vectores u(3,-2,1) y v (4, 3,-6) es
un rectingulo.

b) Halla su drea multiplicando la base por la altura y comprueba que obtienes el mismo resulta-
do si hallas |u X v|.

A u-v=03-21)-43-6=12-6-6=0. Luego u y v son perpendiculares, y el paralelo-
gramo es un rectangulo.

b) Base =|u|= 14
Altura = [v|= /61
Por otra parte:

|ux v|=]09,22,17)| = V854 = 29,22 u?

Area = /854 = 29,22 u?

25 Dado el vector ;(—2, 2, —4), halla las coordenadas de los siguientes vectores:

a) Unitario y perpendiculara v.

b) Paralelosa v y de médulo 6.

a) u (x, 7 2) hade cumplir —2x + 2y — 4z =0 y ser unitario.

Por ejemplo, <g, %, 0).

b) (=6, 6, -2Y6) y (/6,-6,20)
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26 Halla un vector ortogonal a ;(2, 3,-1) ya ;(1, 4,2) cuya tercera componente sea 1.
uxv=(10,-55) 1/ (2,-1,1)
El vector que buscamos es (2, -1, 1).
27 Dados los siguientes vectores: Tll 2,0,0), 52 0,1, —Ei), u 3=4a Tll + bﬁz, :qué relacién deben
cumplir 2 y b para que uj sea ortogonal al vector v(1, 1, 1)?
Us=a(2,0,0)+6(0,1,-3) = (24, b, -35)
Para que u 3 sea perpendicular a v ha de ser:
Usev=0ab-3b)-(1,1,1)=2a+b-3b=2a—2b=0, esdecir, a=b.
28 C_)alc»tﬂa_!as coordenadas de un vector u que sea ortogonal a v 1,2,3) y w (1,-1,1) y tal que
[u, v, w] =19.
vXw=(52-3)
Un vector ortogonal a v ya w es de la forma (5k, 2k, —3k).
S5k 2k —3F 5 2 -3
[, v,wl=|1 2 3 |=kl1 2 3|=£-38=19 > k:%
1 -1 1 1 -1 1

>[5, =3
P soul =1, ==
or tanto u<2 5 )

29 a) Determina los valores de a4 para los que resultan linealmente dependientes los vectores
(_2; a, ll), (ﬂ, -2, ll) Yy (ﬂ, a, _2)'

b) Obtén en esos casos una relacién de dependencia entre los vectores.

-2 a a a=1
A |la 2 a :243+6a2—8:2(4—1)(¢z+2)2:0< )
a=—
a a -2

Para a=1 ypara a=-2, los tres vectores dados son linealmente dependientes.
b) Para 2 =1, queda: (-2, 1, 1), (1, -2, 1), (1, 1, =2) y tenemos que:
-1-(=2,1,1)-1-(1,-2,1)=(1,1,-2)
Para a =-2, queda: (-2,-2,-2), (-2, -2, -2), (-2, -2, -2) y tenemos que:
1-(=2,-2,-2)+0-(=2,-2,-2) = (-2,-2,-2)

30 Dados los siguientes vectores:
u(1,0,-1), v(0,2+1,0), w(l,1,a-1)
a) Halla los valores de 4 para los que los vectores 1, v y w son linealmente dependientes.
b) Estudia si el vector P (1,2, 3) depende linealmente de _1;, v y w para el caso a=2.

¢) Justifica razonadamente si para 2 =1 se cumple la igualdad u - (v X w) = 0.

10 -1 -0
A [u,v,wl=[0 041 0 |=ala+1)=0<_
11 a-1 a=1

b) Para @ =2, los vectores u, v y w son linecalmente independientes. Como son tres vectores de
IR? linealmente independientes, forman una base de IR>.

Asi, cualquier otro vector, y, en particular < (1, 2, 3), depende linealmente de ellos.
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Obtenemos la combinacién lineal:
Para a =2, tenemos que: E(l, 0, -1), ;(0, 3, 0), @(1, 1, 1).
(1,2,3) =x(1,0,-1) +y(0, 3,00 +2(1,1, 1)

X+ z=1 1 0 1

3y+z=2 0 3 1[=6
e+ z=3| -1 01

1 01 1 11 1 0 1

2 31 0 21 0 3 2
1301 ¢ . -3 1] o o [-103] 12
R R S S S S
Por tanto:

Ju-(vxw)=[u,v,wl=0 para a = 1. Estd probado en el apartado a).

Dados los siguientes vectores a (1, -1, 0), v 0,1,2) y ;(k + 1, 2k, 2 — 3k), halla los valores
de k...

> >

-~
a) paraque u, v y w sean coplanarios.

b) para que w sea perpendiculara u ya v.
¢) para que el volumen del tetraedro que tiene por aristas los vectores u, v y w seaiguala 1/6.

a) Si los vectores son coplanarios, entonces son linealmente dependientes, es decir, el rango de la ma-
triz que forman es < 3, luego el determinante de la matriz vale 0.

1 -1 0
0 1 2 =-9%=0 > k=0
k+1 2k 2-3Fk

b) w tiene que ser proporcional al producto vectorialde u y v.

(1,-1,0)x (0, 1,2) = (-2,-2, 1)

k+1 _2k _2-3k
-2 2 1

Resolvemos el sistema:

2k =—4+6k -
k+1=2k -

¢) El volumen del tetraedro es:

1 -1 0
k+1 2k 2-3k
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32 a) Halla el niimero de vectores linealmente independientes que hay en este conjunto:
S= {(1’ 1, 1)’ (0’ 2, 1)) (2) o, _3)) (_1’ 1, 2)}

b) Un vector no nulo tiene sus tres componentes iguales. ;Puede escribirse como combinacién
lineal de los dos primeros vectores de S?

¢) Determina un vector que, teniendo sus dos primeras componentes iguales a 1, se pueda poner
como combinacién lineal de los vectores segundo y tercero de S.

a) Tenemos que hallar el rango de la matriz:

1 1 1

0 2 1 Ll
M = 2 0 -3 Como |0 2 1|=-8=0, ran(M) = 3.
11 2 2 0 -3

Por tanto, hay tres vectores linealmente independientes en S.

b) Si. Si tiene sus tres componentes iguales y es no nulo, es de la forma: u= (ky b, k) con k=0.
Entonces, podemos obtenerlo a partir de los dos primeros vectores de S como sigue:
u=k-(1,1,1)+0-(0,2, 1)

c) Sea v (1,1, x) el vector que buscamos. Para que se pueda poner como combinacién lineal de los
vectores segundo y tercero de S, tenemos que:

(1) 1: .X') = d(O, 2) 1) + b(z) 0: _3)

2b=1

2a=1 Debe tener solucién: & = L, =L
2 2

a-3b=x

1_3_ =2 __ __

> 2—x%x— 5 1 - «x 1

Por tanto, el vectores v (1,1, -1).

33 Halla un vector u de la misma direccién que v (1, -2, 3) y tal que determine con el vector
w (-2, 4,-1) un paralelogramo de drea 25 u?.

Si u esdela misma direccién que v (1, -2, 3), serd de la forma u (x, —2x, 3x), con x = 0.

Para que forme con w (-2, 4, -1) un paralelogramo de drea 25 u?, ha de ser:
14 % v| = [ (=10x, —5x, 0)| = y100x> + 25x% = |x| J125 = 25

Es decir: 125x2 =625 — x2=5 = x=%5

Por tanto, hay dos soluciones: (5, —245,3V5) y (=45, 245, -345).

34 Halla un vector v coplanario con a(2,-1,1) y b(1, 0, 3) y ortogonal a <(2,3,0).

Sea v (x,, 2) tal que:

x y z
1.°) es coplanariocon a y b, esdecir: (2 -1 1|=-3x—5y+2=0
1 0 3

2.9) es ortogonal a ¢ , esdecir: (x, 9, 2)+(2,3,0)=2x+3y=0

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

9 1
—3x—5y+z=0} —3x+z=5y} z=5y+3x=5y—?}/=§}/
2x+3y=0| 2x=-3y x:_%y

Soluciones: (=3A\, 2A, A) (A = 0)

Todos los vectores de esta forma cumplen las condiciones. Por ejemplo, para A = 1, tenemos el

vector (-3, 2, 1).
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55 Scan a y b talesque [a|=4 y [B] =2, con (a, b) = 60°. Calcula |a + B| y |a - B|-
|]a+b[*=(a+b)-(a+b)=a-a+b-b+2a-b=
=|al+|bP+2-|a]- E|.cos(§,§)=16+4+2.4.2.c0360°=
=16+4+8=28 — |a+b|=y28=27

Por otra parte:
R-BP-G-B)-G-5)-3-7+5-5-2i.-
AP+ BP=2-]a]-|B|-cos(@mb) = 16+4—8=12 = [a—b|= y12-2/3
36 De dos vectores u y v sabemos que son ortogonales y que lul =6 y |v|=10.Halla |a + v|
y lu-vl.
Si y v son ortogonales, entonces U-v=0. Asi:

> > >
cv+2Uusv =

<V

|E+3|2=(E+3)-(E+3)=E.E+
=|uf+|v]P+0=36+100 =136 — |u+v|= 136 = 11,66
[t-vP=(u-v)-(U=V)=t-u+v-v-2u-v=136 - |u-v|= 136 = 11,66

> > > >
Observacién: Si u L v, entonces forman los lados de un rectdngulo con base y altura |u| y |v|.

En este caso, u + v y u— v son sus diagonales, que tienen el mismo médulo (por tratarse de un
rectangulo). Ademds, para hallar la longitud de la diagonal, podemos aplicar en este caso el teorema
de Pitdgoras:

x p x2=102+6% - x2=136 — x= V136 ~ 11,6

10

37 De los vectores u y v sabemos que cumplen _11 v=a, 2u-3v=Db, siendo a(2,-1,0) y
b(1,3,-1). Halla el angulo formado por u y v.

U+ v=a 30 +3v=3a 2u+2v=2a
2u-3v=b| 2u-3v=>b U +3v=-b
5a  =3a+b Sv=2a-b

>

El éngulo formado por u y v coincide con el dngulo formado por u' =5u y v'=5v:
u' = (7,0,-15 V=3,-5,1)

u v =20

[u' | = {505 [V'] = 435

cos(W, V') = li',i - 20 =0,4781
u

W]~ 45035

(4, v) = (u,v) =61°26' 21"
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38 Losvectores u, v y w cumplen las siguientes condiciones:
lu| =5, |v|=4 |w|=7, u+v+w=0

Calcula usv+uew+vew.

Desarrollando el producto escalar indicado:

->

(E+;+§)-(E+V+;V)):|a|2+|;|2+|7V|2+2(?1-_\7)+2(?1-;v))+2(;-\—7)V)

Por otra parte:

>

(E+_\;+;V>)-(E+V+\_’V>)=6'6=O

Cuestiones tedricas

—

89 Si u.v=u-w, ;podemos asegurar que v = w?
No. Por ejemplo, si u (3,-2,0), v (5,1,0) y w (7,4, 0), tenemos que:

ev=15-2-13
ew=21-8=13

- > > —
Uev=u-w

ey ey

—

-
Sin embargo, v=w

40 Prueba, utilizando el producto escalar, que si alb y a1l ¢ entonces a L (mg +n Z).

—> ->

alb

> > ->
Para demostrar que a L (mb + 7z c), tenemos que probar que su producto escalar es cero:

> > > >

z-(m—l;+n2)=ma-b+na-c=m-0+n-0=0

Por tanto, a L (mg + né)

41 a) ;Puede haber dos vectores u y v talesque u-v =3, [u|=1, |v|=22

b) Si dos vectores verifican |u - v| = |u||v], :qué puedes decir del 4ngulo que forman?
> > > > = > = > = > = > 3
a) u-v=|ul|v|eos(u,v)=1-2-cos(u,v) =2cos (u,v) =3 — cos (u,v) ==3> 1 Imposible.
Luego no existen dos vectores que cumplan estas condiciones.
> > = >
il 9113 9] - [i]]7] - < MMy
—|ul|v| cos (u, v)
> > > = > = > = >
lul|v|=|u||v]cos (u,v) — cos(u,v)=1 = (u,v)=0°
> > > > = > = > = >
[ul|v|=—|u||v|cos (u,v) — cos(u,v)=—1 — (u,v)=180°

Por tanto, u y v tienen la misma direccidn.
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42 Dados los vectores ;(1,—2, 3), E(S, 1, 1), Z(—Z, 0, 1), comprueba que:
a)ax(b+c)=axb+axc
b)(axb)xc=ax(bxc)
Q) ax(b+c)=(1,-2,3)x(1,1,2)= (-7, 1, 3)
axb+axc=(587+(2-7-4=(713)
b)(a x b)x ¢ =(-5,87)x(-2,0,1) = (8 -9, 16)

ax(bxc)=(1,-2,3)x(1,-5,2) = (11, 1,-3)

—-> >

43 Si axb=axc, ses b =c necesariamente? Pon ejemplos.
No. Por ejemplo, si consideramos ;(1, 2, 3), 3(2, 4,6) y 2(3, 6,9), entonces:

->

— aXb=aXc, pero b=c

py ey
oy Ty
=Nl

X
X

44 Sean a, b, c tres vectores linealmente independientes. Indica razonadamente cudl o cudles de
los siguientes productos mixtos valen 0:

-> > >

- - - —> —> - - - — —> — —> —> —> -
[a+c,a-c,a+b+c], [a+c, b, a+b],[a-c, c=b, b-a]

Puesto que a, b y ¢ sonL.L, los tomamos como base. Por tanto:

>

a+c=(1,0,1) a—c=(1,0,-1) a+b+c=(,1,1)

1 0 1
[a+c, a—c, a+b+c]=|1 0 =1|=1=0. SonL.L.
1 1 1

Andlogamente:

> > >

101
[a+c, b, a+b]={0 1 0[==120. SonL.L.
110

1 0 -1
[a—c, c—b,b—2a]=|0 -1 1|=0. SonL.D.
11 0

Interpretacién grifica de este tltimo resultado:

—> —> -
Los vectores a — ¢, ¢ — b, b —a son los lados de un tridngulo cuyos vértices son los extremos

> > > > >

NG - 5
de a, b y ¢ cuando los situamos con origen comdn. Por tanto, a — ¢, c—b y b—a son

coplanarios.
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45 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas y pon ejemplos.
a) Existen infinitos vectores coplanarios con a 2,-3,0) y b (1,0,-2) yortogonalesa P (-1,1,-4).
b)Si |a| =5, |b| =3 yel 4ngulo que forman a y b es de 60°, entonces |a + b| = 8.

c)Si u, v y w son tres vectores cualesquiera, entonces (u X v) X w = u X (v X w).

d) El vector % a, tiene la misma direccién y sentido que a y su médulo es 3.
- — a - > - ->
€)Si u y w son dos vectores cualesquieray %.< IR entonces k(u . v)=rku.kv.

f) El producto mixto de los vectores a, b y 2a —3b esigual a0, cualesquiera quesean a y b.
g Si u-v=—|u||v| entonces u y v tienen la misma direccién y sentidos opuestos.

—>

h)Si a, b y ¢ son tres vectores no nulos que cumplen a x b= a X ¢, entonces b = c.
a) Los vectores u coplanarioscon a y b son:
U =x(2,-3,0) +y(1,0,-2) = (2x + y, =3x, —2y)
para que sean ortogonales a <= (-1, 1,-4).
Uec=0— x+y-3%-2y)+(-1,1,-4) =0 — 7y—5x=0 — x= %7\,, que tiene infinitas
soluciones, luego es verdadero.

Los vectores son de la forma:

G=La2, - )2, =21 =10 21,
u=5h2,-3,0+1(1,0,-2) x( S5 s )//x(w, 21,-10)

b)|a +b[2=(a+b)-(a+b)=|al+|b]*+2(a +b)=|a*+|b]>+2|a| |b]| cos(a,b) =
:25+9+2-5-3-%:49
|a +b|=7 = esfalso.

¢) Falso, como se ve en el ejercicio 42 b) de esta seccidn.
d) Verdadero, tiene la misma direccidén porque es un escalar por el vector a, tiene el mismo sentido

porque % >0.

a
2 tiene médulo 1 — % a = 32 tiene médulo 3.
la a la
Ejemplo:

2(1,0,0) |al=1 %3 - (3,0,0)

que tiene el mismo sentido y la misma direccién de a y su médulo es 3.
¢) Falso, (0« v)=(ku)-v
Ejemplo:
2.(1,0,0)-(3,0,0)=(2,0,0)-(3,0,0)=2-3=6
2.(1,0,0)-2(3,0,0)=(2,0,0) - (6,0,0) =12

f) Verdadero, porque los tres vectores son linealmente dependientes, luego son coplanarios y por tan-
to, el producto mixto es cero.

Ejemplo:

1
a(1,0,0); £(0,1,0) 2a-36=(2,-3,0) 0
2
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> > > > = > = >
g) Verdadero, puesto quesi u+v =—[u|+|v| = -1 =cos(u,v) = (u,v)=180° — tienen la
misma direccién y sentidos opuestos.

h) Falso, como se ha visto en el ejercicio 43 de esta seccién.
Tomamos b//a — axb=0
Tomamos c¢=2b — c//a = axXc=0

> > ->

En este caso, a Xb =a X ¢, y, sin embargo, b=c.

Para profundizar

46 “Las tres alturas de un tridngulo se cortan en un punto”.

Para demostarlo, llamamos H al punto en el que se cortan dos alturas, AH, y BHp.

Da los pasos que se indican a continuacién: C
a) Justifica que:
HA -(HC - HB)=0 Hy .
HB -(HC - HA)=0 4
b) De las igualdades anteriores se llega a: A B

RO(FB)_m)=

y de aqui se concluye que HC L AB vy, por tanto, que las tres alturas se cortan en H. (Justi-
fica las afirmaciones anteriores).

a) H—C: - ﬁ = B—C:, y, como AH, es la altura correspondiente al lado BC, entonces:
B—C>J_AHA — BC LHA — HA-BC =0 — E‘l)-(H—é—ﬁ) =0

Anidlogamente, como H—C: - E‘l) = E tenemos que: Fé . (H—C: - @ =0

—_—  — —  — ——> —— ——> ——> ——>  ——> —>

_— s — —s —> @ —>  —

= HB -HC - HA -HB =HB -(HC - HA)—O

—_— —s  ——> ——

(1) HA - HC — HA - HB =0 — HA - HC = HA - HB
(2) HB -(HC — HA)=0

Por tanto, si HC «(HB — HA)=0, como HB — HA = AB, entonces HC L ABj; luego H
también pertenece a la altura correspondiente al vértice C. Asi, las tres alturas se cortan en el mis-
mo punto, H.

47 Sean u y v dos vectores ortogonales y unitarios. Halla el valor del pardmetro 2 para que los
vectores u +av y u —av formen un dngulo de 60°.

2

S

eu—aveav=1-a

(=N

(E+a;)-(a—a;)=ﬁ-a+ﬁ- VoU-av—av-av =

|E+a;|2:(?1+a;)-(a+a;)=a-a+2G-a;+a;-a;=3-a+a; av =1+ a?

[t—avPP=(-av)-(W-av)=u-u—-20-av+av-av=u-u+av-av=1+a
- > (" +) (_’ +) 2 2

cos ((u +av),(u—av)) = cos 60° = utav)-lu—av) _ 1-a _1=a

[0 +av||u — av| ) 1+ {1+4° 1+l

1 1—&12 1y 1
—_— = = — 5 =——
1 5 a 3 3, a 3
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1la) Edla a, b y c para que se verifique au + bv + cw = 0 siendo :1(1, -1, 0), ;(O, 1, 2),
w(=2,0,1).
b) ;Forman una base los vectores u, v y w?
¢) Escribe, si es posible, el vector ;(1, 1,1) como combinacién lineal de _l;, v y w.
a) a(1,-1,0) + 50, 1,2) + ¢(=2,0, 1) = (0, 0, 0)

Obtenemos el sistema:

a— 2¢=0
—a+ b =0y = a2=0, b=0, c=0
2b+ ¢c=0

b) Si, porque son tres vectores y son linealmente independientes.

) a— 2c=0

—ﬂ+b = — 4 =-— ’bzé’(;:_i

1
5

> 1 4 3
=—=(1,-1 —=(0,1,2)—=(-2,0,1
r 5(, ,0)+5(0 ) 5( 0,1)

2 Sean los vectores ;(3, -2,{3) y ;(4, -2, -4). Halla |;|, |;|, (:1, :’) y el vector proyeccién de
u sobre v.

|0 = 3222+ (B)=P+4+3-/16-4
o« [v|= V42 +(2) 2+ (4)2=J16+4+16=136=6

v o_ 34+ (D443 _12+4-43 _16-43 _4-3 _ 0
= 4.6 B 24 24 6 7

(G, V) = arc cos (0,3780) = 67° 47' 26"
* Vector proyeccién de u sobre v:

T3> 16-443, -3
- 4,2, -4 =" 5 _4
|;,>|2V 16 H bl ) 9 () bl )

3 Dados los vectores u (3, —4, 0) y v(m, 0,7):
a) Halla m para que los vectores u y v sean perpendiculares.
b) Halla un vector w perpendiculara u ya v.

->

- —
¢) Obtén tres vectores unitarios, u', v', w', que tengan, respectivamente, la misma direccién que
u, vy w.

d) ;Forman u', v' y w' unabase ortonormal?

->

a) Como |u|=0y |v]#0, ulv & u-v=0
Wev=3m+(4-0+0-7=3m=0 = m=0
Asi, v (0,0, 7).

> . - ->
= u X v esperpendiculara u ya v.

(3,-4,0)x(0,0,7) =(-28,-21,0)

b)

gy =
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O lul=v32+(=4)2+02=425=5

.
v =

|wl=7{4)2+(3)2+0%=7{25-7-5=35

Sean:
> 1 —4
= 1(3,-4,0 =4 0)//u

u 5 (3 ) ( 5
3':%(0,0,7) V0,0, 1)/ v
=, 1 > 4 3

— (=28, -21 - S
E', ;', w' tienen médulo 1.

-
d) (u', v', w') no son coplanarios al ser perpendiculares entre si. Por tanto, forman una base.

->

Por ser perpendiculares entre si y, ademds, unitarios, la base (u', v', w') es ortonormal.
Yy

4 a) Halla la relacién que debe existir entre @ y b para que los vectores u(1,2,-1), v(0,1,4) y
w(3, b, 0) sean coplanarios.

b) Para 2 =3 calcula el valor que debe tener & para que el volumen del paralelepipedo determi-
nado por u, v y w sea 10 u’.

a) El volumen del tetraedro que forman debe ser igual a cero.

12 -1 b+6
(W, v, w]=|0 1 a|=0— 6a-ab+3=0 = al6-b)+3=0u> — | 3
36 0 6-b
12 -1
b)[u,v,wl=[0 1 3|=10u>
36 0

3.(6-56)+3=10 — &—17

5 Calcula el valor de m de modo que el 4rea del tridngulo determinado por los vectores a (2, -1, 4)
b(O 3, m) sea igual a3y5 u?

b|=3{5 — |axb|=645 u?

Area del tridngulo = % |a x

|(2) _1» 4) X (O, 3, m)| =

|a X B|=|(=m—12,-2m, 6)| = (=m —12) + 4m® + 36 = {5m> + 24m + 180

Sm? + 24m + 180 = (645)% = 180

S5m?+24m=0 — m:—%, m=0

5
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6 Halla un vector de médulo 10 que sea perpendicular a (3, -1, 0) y forme un dngulo de 60° con
(0,0, 1).

Llamamos (x, y, ) al vector buscado.
e Suméduloes 10 = {x*+ y*+2° =10 — x2+y2+ 22 =100
* Es perpendiculara (3,-1,0) — 3x—y=0

* Forma un dngulo de 60° con (0, 0, 1):

(0,0,1)+(x, y, 2)

—c0s60° — 2 -1 50,10 5 2-=5
0,0, D] -[ce o) " .10 2 z 2
Ast:
x2+y2+z2=100 x2+y2+z2=100
3x—y=0 y=3x
z=5 z=5

Sustituyendo la 3.2 y 2.2 ecuacién en la 1.2

22+ 9x2 1252100 — 10x%=75 — x=+1 175
e (155 158\ (L[5 4 [15
Soluczones.( 2,3 2,5) y( 5 3 2,5>

7 Sea {x, y, z} una base de IR3. Calcula 7 para que los vectores u=x—y+z, v=mx+2y,

w=-3y +mz determinen un tetraedro de volumen 1 u’.

Suponemos que la base es ortonormal. El volumen del tetraedro es:
1 -1 1
m 2 0|=1—>m
0 -3 m

% 2_m=6 > m=3, m=-2



