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Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

* Puntos singulares:

£ =0<_

Signo de f™:

x =1 (no vale porque tiene que ser x <0)

3x2-3=0 <x=—1, f-1)=3

2x-1)=0 — x=1, f(1)=0
f'>0 f'<0 f'<0 f'>0
SO\ S

Crece en (—oo, —1) U (1, +00).

Decrece en (-1, 1).
Miximo en (-1, 3).
Minimo en (1, 0).

e Curvatura:

. 6x si x<0| f"(07)=0
f(x)=2 si x>0} f”(()*)zz}

f"(07) = f"(0%). Por tanto, no existe f"(0).
Signo de f™

f'<0 f'>0

0

N\

Hay un punto de inflexién en (0, 1).

Y

w

—

18 Representa las siguientes funciones. Indica, en cada caso, los intervalos de crecimiento y de de-
crecimiento y los extremos relativos, si los hay:

—x?* si x<1 21 si x<1

a)f(x)={x2_4 si x>1 b)f(x)={./x—1 si x>1

2% si x<1 —x +1 .
e si x<1
c)f(x)={% si x>1 d)f(x)={2x—2 si x21

a) f es continuasi x = 1 porque son continuas las funciones que la definen.
No es continuaen x =1, porque /lim f(x)=-1= lim f(x)=-3.
x—17 x—1*

—2x si x<1

f ) = {Zx

f'x)=0 = 2x=0, 2x=0 = x=0

. 1 No es derivable en x =1, porque no es continua.
si x>
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Signo de f™:
f>0 f<0 f>0
/ 0 \ 1 /

Crece en (—e0, 0) U (1, +o0) y decrece en (0, 1).

Miximo: (0, 0)
Representacion:
|
[
[

1
/
/517
T

b) f es continua en x = 1 porque son continuas las funciones que la definen.

En x=1:
lim  f(x)= lim (x> ~1)=0
x—=>1" x—=>1"

lim f(x)= lim {x-1=0
x—1" x—1"

f escontinuaen x=1.

2x si x<1

= 1 -
—2m si x>1

No es derivable en x =1, porque no existe f"(1%).

f'x)=0 = 2x=0 = x=0
Signo de f™:
F<0 F>0 f>0
~ ' !

Crece en (0, +0) y decrece en (—oo, 0).

Minimo: (0, 1)
Representacién:

\

) f es continuasi x = 1, porque lo son las funciones que la definen.
En x=1:
lim f(x)= lim 2*=2
x—1" x—1"
f escontinuaen x=1.

/z'm+f(x): lz’m+£:2

x =1 x—>1" X

2°n2 si x<1
fl)=9 2
T2

X

No es derivable en x =1, porque f'(17) = f'(17).

si x>1

No hay puntos en los que f"(x) = 0.
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Signo de f™:
f>0 f<0
/ 1 \

Crece en (—oo, 1) y decrece en (1, +o0).

Miximo: (1, 2) (no es derivable en ese punto).
Representacion:

[\

d) f es continua en x = 1, porque lo son las funciones que la definen.
En x=1:

lim  f(x)= lim eF o
x—=>1" x—=>1"

lim X f

x =1

£1)=0

f@:tf

No existen puntos en los que f"(x) =0

()= lim 2x-2)=0( Como lim f(x)= lim f(x), f noescontinuaen x=0.
1t x =17 x—1*

=+l x <1

) ) No existe f"(1), porque f es discontinua en x = 1.
si x>

Signo de f™:
f'< 0 f'>0
~ 1 -

Decrece en (—oo, 1) y crece en (1, +oo).
Representacion:

I

—

3

\
/
I

19 Considera la funcidn:

1 si x<0
fl)=1x%2+1
—-x+1 si x>0

En el intervalo (oo, 0], estudia si tiene puntos de corte con los ejes, si la funcién crece o decrece,
los puntos de inflexién y si tiene asintotas. Dibuja la grifica en todo R.

1 si x<0
Fl) =1 x*+1

—x+1 si x>0

*Si x€ (—,0), y= 21
x+1

Six=0, y=—x+1=1
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Cortes con los ejes:

x=0,y=1— (0,1)

1

41

y=0 — =0 — No tiene solucién. No corta al eje V.

* Crecimiento y decrecimiento:

, —2x —2x
= ; =0 - 2x=0 > x=0, £(0)=1
J (xz+l)2 (xz+1)2 /
Signo de f"(x):
f'>0

/ 0
La funcidn es creciente.

¢ Puntos de inflexién:

3

x == (no vale)

" 6x* =2 . 6x* -2 2_ 1 3
- ; =0 > x?= o
/e @ +1)? (P’ R < V3

¥==3

Signo de f"'(x):
f'®s>0 <0

N VN

Punto de inflexién: (—?3, %) = (-0,58; 0,75)

* Representacion:

20 Dibuja la gréfica de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son derivables:

a)y=x+|x+2| b) y=2x-|x-3| o y=|x|+|x-3] d)y=x|x-1]|
A y=x+|x+2|

Como |x+2|=0 & x=-2, estudiamos f ala izquierda y a la derecha de —2 para definirla por
intervalos.

-2 si x<=2

2x+2 si x2-2

—-x—2 x+2

Sumamos: {

X X

No es derivable en x = 2.
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b) 2x —|x - 3|
Estudiamos la funcién para valores menores y mayores que 3.
—x+3 x-3 2x —(—x+3)=3x-3 3x—3 si 3
Restamos: 1 fx) = { * ST xs
2x 3 2x 2x—(x=3)=x+3 x+3 si x23
Y]
6
ANy
1/
3 X
/

No es derivable en x = 3.
o y=|x|+|x-3]

Como |x|=0 en x=0 y |x—3|=0 en x=3, estudiamos f ala izquierda y a la derecha de
€sos puntos.

X | X | X —x+(—x+3)=—2x+3 2x+3 si x<0
0 3 . — = = i
e3P ka3 1 xe3 Sumamos: { x+(—x+3)=3 fx) =43 s% 0<x<3
: : x+ (x—3)=2x-3 2x—3 si x>3

W

Q2

4 X

No es derivableen x=0 nien x = 3.

d)y=x|x-1]
Estudiamos f ala derecha y a la izquierda de x = 1.
—x+ 1 x—1 L x(x+1)=—x"+x
Multiplicamos: )
x 1 x x(x—=1)=x"—x

2 .
—x"+x si x<l1
2 .
x“—x six>1

|

* y=—x2 + x es una parabola abierta hacia abajo:
Vértice: 2x+1=0 — x= %, f(é):i

Cortes con OX:
x24+x=0 > x(x+1)=0 > x=0, x=1

*y= x2—x esuna pardbola abierta hacia arriba:

Vértice: 2x—1=0 — x= % (no vale, ya que debe ser x> 1)
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Cortes con OX:

x2-x=0 > x(x=1)=0 <

x=0 (no vale)

x=1
Y Y Y i
e elx | eI =T|
3 K / =lxx—1
k| 1 /
X i /
/ 1 /
/ \ / X
/
X /

/
/

No es derivable en x = 1.

21 Considera la funcién f(x) = x2|x - 3|:
a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus mdximos y minimos.
¢©) Represéntala grificamente.

2 F) = x*(—x+3) si x<3 ~ 3 +3x% i x<3
S |x(x=3) si x23| ¥ —3x six23

Si x# 3, tenemos que f(x) es derivable. Su derivada es:

3x? +6x si x<3
35 —6x  si x>3

o]
Por tanto:

fG)=9] f3)=f(3"
£'(31=9 | f() noesderivableen x=3 (Punto(3,0)).

3x%+6x=0 si x<3

x=0 — (0,0)

bf9)=0 = \ax(xeD=0 < g

3x*~6x=0 si x>3 — ninguno

Como f(x) 20 paratodo x, tenemos que:

f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un mdximo en (2, 4).
O i, S0 =i Iy S = v

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grafica:

I

——

—
|t

- ol
I
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22 Representa la funcién f(x) = —|x3 —x2 + 2|.

Para representarla, dibujamos la grifica de la funcién y = x> — x% + 2. La gréfica de f(x) coincidird
con lade y enlazona donde esta esté por debajo del eje X y con su simétrica respecto del eje X si
lade y estd por encima del mismo.

Analicemos la funcién polinémica y = x® — x? + 2:
* Corte coneleje Vi x=0, y=2

Cortesconeleje X x3-x2+42=0 > x=-1

9'=3x2-2x, y'=0 = 3x2-2x=0 — x=0, x:%
y'=06x-2
x=0 — y"=-2<0 (0, 2) es un méximo relativo.
3 2 50
X = % - 9"'=2>0 = y= (%) —(%) +2:le’85; (%;1,85) es un minimo relativo.

Ahora tomamos el médulo de esta funcién y cambiamos el signo.

Y
X
mEEA
|
’ .4
|
4 \
\
|
Pagina 216
Para resolver
23 Estudia el dominio de definicién, las asintotas y N | , I
los extremos de cada una de estas funciones y, con Z \\ / : \
esa informaci6n, relaciénalas con sus respectivas 2 AV |
graficas: ’ i o
1 L - I/’\, 2
)y= sen x A ,’
by =xe” 3) N
x N . )
c)y=sen - N\ T 1
? ON2A A / N
d)y=3x I 31
— ) 2 2
e)y= Va2 +1 N (2
2/ 2/
£) y = sen? x 2 2
~
) y= —— = 2T = =
sen x 2

e Dominio: senx=0 — x=0+nk; ke Z

Dominio =R = {nk}, ke Z
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¢ Asintotas:
x=mk, ke Z son asintotas verticales.
No hay mds asintotas.

e Extremos:

’ —C0s X
flg = =%
sen X

x=m/2 + 2wk
! = = A
f'x)=0 — cosx 0<x:3n/2+2n/e (ke 2)

Signo de f'(x) en (0, 2n):
f<0 f>0 f>0 f<0
0 \ T / T / 3n \ 21
2 2
f(x) es periddica de periodo 2.

f(x) es decreciente en <0, %) U (37“, 27':) .

Es creciente en <%, n) U (n, 32—7t)

Tiene un minimo en (%, 1).
Tiene un m4ximo en 37“, —1)
e Grifica = (2.
b) y = xe*

e Dominio: IR
¢ Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f()= lim —xe™= lim =X = lim =1 _9p
X —> —oo X —> +oo X —> +oo ex X —> +oo ex

y =0 esasintota horizontal cuando x = —oo (f(x) <0).

f )
X

lim  f(x)=+o05 lim = +o00 — Rama parabdlica.
X —> +o0 X —> +00

* Extremos:
f'(x) = X+ xe* = e*(1 + x)
f(x)=0—>1+x=0 - x=-1
Signo de f"(x):
f<0 £50
~ &

f(x) es decreciene en (—oo, —1).

Es creciente en (-1, +o0).

Tiene un minimo en (— , _—1)
e

e Gréifica — (6).
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) y = sen X

2
¢ Dominio: R
* Asintotas: No tiene.

e Extremos:
f(x) = % cos %

fx)=0 — cos%=0 - %=%+nk — x=mn+2nk

f(x) es periddica de periodo 4.
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f>0
0 - T ~ 3n _ 4m

f(x) escreciente en (0, ©) U (37, 4n).

Es decreciente en (m, 37).
Tiene un miximo en (m, 1).
Tiene un minimo en (3m, —1).

e Grifica = (5).
d)y=Vx

e Dominio: IR

¢ Asintotas: No tiene.

lim  fx)=—c0; lim S =0
X —> —oo X—>—oc0
— Ramas parabdlicas.
Jlim | f()=toees lim S =0

X —> + 00 X

e Extremos:

1 1 i
ASE 3 — f(x) no es derivable en x = 0.
33x?
f'(x) >0 paratodo x = 0.

f(x) es creciente.

e Grifica — (D).
e) y= m
* Dominio: R
* Simetria:
f(=x) =f(x) = f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.

¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) =+

X —> +oo
X
lim f(): lim erl:1
X —> +o0 X X —> +oo X
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2 2
lim [f)—x= bim WP+l-x= lim (1= r1es)
X —> +0o x 25 4o L :
Ikl +x

x2+1—x2 // 1 =0

= Ilim = m —
y =x es asintota oblicua cuando x = +o0 ( f(x) > x).

Por simetria, y = —x es asintota oblicua cuando x = —e0 ( f(x) > —x).

e Extremos:

r(): 2x _ X
e 2«/x2+1 «/x2+1

fx)=0 > x=0

Signo de f"(x):
f<0 f>0
~ 0 -

f(x) es decreciente en (—oo, 0).

Es creciente en (0, +o0).
Tiene un minimo en (0, 1).

e Grifica = (3).

£) y= sen? x

* Dominio: R

* Asintotas: No tiene.

* Extremos:
f'(x) = 2sen x cos x = sen 2x
f'(x)=0 = sen2x=0 = 2x=0+7k = x= %k, ke Z
f(x) es periddica de periodo .
Signo de f"(x) en (0, n):

f>0 f<0

s

f(x) es creciente en <0, %) .
Es decreciente en <%, n) .
Tiene un méximo en <%, 1 ) .

Tiene un minimo en (0, 0) y otro en (x, 0).

e Grifica — (4.
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24 Determina las asintotas de las siguientes funciones:

_Al-x
Ay= 3x
b)y = x+yx?+1

a) Dominio: (—eo) U (0, 1]
e Asintota vertical:

J1— Si x<0 y—> —o0
lim —x=i°°< . g \
x—0 3x Si x>0 y—>+o0

e Asintota horizontal:

J1—x _0

lim
X —> —oo 396

y=0 esasintota horizontal hacia —co (y < 0). \
b) Dominio: R — {0}
* Asintota vertical:
i x+m_im<8ix<0ye—w

x—0 X - Si x>0 y—+e0

e Asintota horizontal:

x+«/x2+1 ) \

lim

X —> +o0 X
, . . 2 —_
y =2 esasintota horizontal hacia += (y>2).  smmemmemeeeeSpeseeeoeeoeeos
2 2
, v 1 L =X+ 1

llm u = [lm M = 1 — 1 = O -
X —> —oco X X —> +oo —X
y =0 esasintota horizontal hacia —co (y < 0). \

25 Representa graficamente cada una de estas funciones:

1 Lol g, l2+3

a =
)y [x]-2 V=2 1+|x|

1
<[ -2

a) y=

Definimos la funcién por intervalos:

1 si x<0
_x_
fx) =
) si x20
. 1 -1
mS 0, y= = :
LX< —x—-2 x+2

¢ Dominio: IR —{-2}
¢ Asintota vertical:

) Six<-2, flx) >+
xZnZZf(x)<Si x>=2, f(x) > —o

x =—2 es una asintota vertical.
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¢ Asintota horizontal:

T ——

—1 0

im =
x—>—eo x4 2

i)

y=0 esasintota horizontal hacia —e0 ( f(x) > 0).

el

1 .
x—2"

mSi x20, y=

¢ Dominio: IR — {2}
¢ Asintota vertical:

) Si x<2, f(x) > -
XZZ”Zf(x)<Si x>2, f(x) >+

x =—2 es una asintota vertical.

"o o==

¢ Asintota horizontal:

xé)n;loo x—2 =0

|

y=0 esasintota horizontal hacia + o ( f(x) > 0).

1
<[ -2

€s:

La gréificade y =

Y

T ——
—

=l

i) 2

[
|
|

[

|2x]
X+ 1

b)y=

Definimos la funcién por intervalos:

—2x

si x<0
X +1
fx) = 5
Z—x si x>0
x“+1
mSi x<0, y= 32’6 :
x“+1

¢ Dominio: R
¢ No tiene asintotas verticales.

¢ Asintotas horizontales:

lim ZZX =0
X xt ]

y=0 esasintota horizontal hacia —co (y> 0).

* Puntos singulares:

P = 206+ )+ 2% 26 2P 244’ _ 272
(xz+1)2 (xz+1)2 (xz+1)2
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x=1 (novale,1>0)

2
f6=0 — ﬁzo <x=_1’ P .
Signo de f™: .
f>0 f<0 Nl B X
TN 1

Miximo en (-1, 1).

mSi x20, y= 22x :
x“+1

¢ Dominio: R
¢ No tiene asintotas verticales.

¢ Asintotas horizontales:

lim 2% _ 0

X —> oo xz + 1
y=0 esasintota horizontal hacia +e (y > 0).

* Puntos singulares:
, 202 +1)=2x-2x 23242
) - :
f (x*+1)? (*+1)?
x =—1 (no vale, -1<0)
'®=0 > 2x2+2=0
f(x) x2 + <x=1) F)=1 v

Signo de f™: ’
f>0 f<0 -
0 / 1 \

Midximo en (1, 1).

i 2x
La grificade y = |2+ es:
2
x“+1
Y
1
] N/~ T~~~

—x -3 si x<=3

C)|x+3|={x+3 si x>-3

—1x—3 si x<-3
—x
3 |x+3|_ x+3 .
fx) = 0 |x|_<1 o —3<x<0
+ _
’{+3 si x>0
+X

\

¢ El dominio de definicién es IR.

* Corteconeleje Vi x=0, y=3
Cortes con el eje X: y=0 — % =0 > |x+3|=0 — x=-3
+|x
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e No tiene asintotas verticales.

lim |x+3|_ lim er3—1
X = +oo 1+|X| Tx St 14

Larecta y=1 es laasintota horizontal cuando x — + .

|X+3|_ [» —x—3=1

mm = mm
X —> —oo 1+|X| X —> +o00 l_x

ﬁ Si x<—3
—-x
* f(x) = (147)2 si 3<x<0
—-x
ﬁ si x>0
+ X

f(x) es creciente en el intervalo (-3, 0).

f(x) es decreciente en los intervalos (—eo, —=3) y (0, + o).

Y

4

o)

26 Realiza un estudio y representa cada una de las siguientes funciones:
M| _e-1 _ ( x ) I
a)y—ln( l) b)y- c)y—ln x+1 d)y— x*+2x-3

x4 e*+1

a) ®* Dominio de definicién:
-1 2
5 >0 5 x“=1>0 = (=00, 1) U (1, +00)
x“+1
La funcién tiene simetria par. Podemos limitarnos a estudiarla en el intervalo (1, +e0).

e Asintotas verticales:

x4l

Asintotas horizontales:

2
lim In (x -1 ) =—o0o — Lasrectas x=1, x=—1 son las asintotas verticales de la funcién.
x—1*

lim In

2
I (u) =0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +oo.
X 400

x4l

4

e fllx) = —— 3 5 f(x) es creciente en el intervalo (1, + ).
! (*=1) (x* +1) !

)%

L
1/
N\

\

N

b) ¢ El dominio de definicién es IR.
* Corte coneleje V2 x=0, y=0

X
Cortes con el eje X: y=0 — ex_—l =0 - x=0
e +1
e No tiene asintotas verticales.
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Asintotas horizontales:

x _ x
/z’m (4 —1 _ ll,m 1 1/6 —
XA Gyl X 141/
lim C’x_—l -1
AL |

Lasrectas y=1 y y=-1 son las asintotas horizontales cuando x — +oo y x — —oo, respecti-

vamente.
2 i do R
° y = T 2 - Jy es creciente en todo .
(e*+1)
Y

o}
z

c) ®* Dominio de definicién:

X_ 50 = (—o0,—1) U (0, +00)
x+1

¢ Asintotas verticales:

lim ln( x1>=+oo

x— -1 X +

lim /n( X >=—oo
x—0* x+1

Las rectas x=—1 y x=0 son las asintotas verticales de la funcién.

Asintotas horizontales:

lim In < X > =0
X — 400 X +

lim In < X ) =0
x = —co x+1

Larecta y=0 es la asintota horizontal de la funcién.

' 1
.),—

T ox(x+1)
Si x>0 — y'>0 — y es creciente en el intervalo (0, +o0).

Si x<-1 = y'>0 — y es creciente en el intervalo (—e, —1)

Y

d) * El dominio de definicién es IR — {3, 1}

—x+1
—¢ 5 ox<l y x#-3
: . 2 +2x -3
Teniendo en cuenta la definicién de valor absoluto, y = )
25% si 1l<x
x“+2x -3

* Corteconeleje Y2 x=0, y= —%
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¢ Asintotas verticales:

—x+1
lim 237 =+oo
x—=>-3" x"+2x -3
x =—3 es asintota vertical.

—x+1
lim —4—  =—

x>3" x4 2x -3

—x+1
lim 257 =—o0
x=>1" x“+2x -3
x =1 esasintota vertical.
—x+1
lim ¢ +00

x=1" 24 2x -3
No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

el TF (x? —dx+ 1)

si x<ly x=-3

L] WPeax-3)?
y = €x_1(x2—5) .
—(x2+2x—3)2 si 1<x

el T (x? — 4+ 1)

=0 > x*—4x+1=0 = x=-2-45, x=-2+45

-0 - (2 +2x - 3)?
J= ex_l(xz—S) )
m=o — X —5=0 — X=«/§
X + 4LX —
y’<0 y'>0 y'>0 y'<0 y'<0 y,>0

~_2-VB_ 7 P _maB~ ! ~ 5 _“

Hallamos las ordenadas de los extremos relativos y se obtiene la grifica:

[e=)

[«=)

NS R S U Sy |

—_—

[«=)

(@)
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27 Larecta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcién:

_ 2x%+1
f) = x—Fk

Halla el valor de % y representa la funcién asi obtenida.

¢ Hallamos #:

Si y=2x+ 6 esasintota oblicua, tenemos que:

lim S =2; xéfﬁx, [f(x)—2x] =6

X —> +oo X

Por tanto:
2
lim  f(x)=+e05 lim _f(x) = [lim 2l 2
X —> +o0 X —> 400 X X —> +oo xz—kx

2xz+1_2x]= lim 2xz+1—2xz+2kx=
x—Fk X —>+o0 x—k

xﬁ;@w [f(x)—2x] = lim

X —> +oo

2kx+1 _9p_6 = k=3

T Al x—F

También podriamos efectuar la divisién:

2%2+ 1 x—Fk

x4+ 2kx 2x + 2k
2kx + 1
—2kx + 2k
1+ 2k2

La asintota oblicua es y = 2x + 24
2%+ 2k=2x+6 = 2k=6 —> k=3

2x% + 1
-3

Por tanto, f(x) =
e Dominio: IR - {3}
¢ Asintotas:
lim  f(x)=—oo
x—3"

) x =3 es asintota vertical.
lim X f(x)=+o0

x—3

y=2x+06 esasintota oblicua.

Si x— =00, f(x) <2x+6; si x—= +oo, f(x)>2x+06.

* Puntos singulares:

£ = r(x—3)—(2x" +1) 4o 120 26> -1 _ 2x°—12x -1

(x—3)* (x—3)* (x—3)*
12+144+8 x=6,08
‘) =0 > 2x*—12x-1=0 =
f'(x) — 2x X - x 7 <x=—0,08
Signo de f"(x):
f’>0 f’<0 f’<0 f'>0

/ -0,08 \ 3 \ 6,08 /

f(x) es creciente en (—o0; —0,08) U (6,08; + o).
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Es decreciente en (—0,08; 3) U (3; 6,08).
Tiene un maximo en (—0,08; —0,33).

Tiene un minimo en (6,08; 24,32).

e Graifica:
w6l i\ A
4 ALK
( 7/
23 7
224
;//
‘13
‘AN 1215
/L1
L/ 2 ‘
ST

28 Dada la funcién:
8
f(x) =ax+b+ 2

calcula 2 y b para que la grifica de f pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente
horizontal. Para esos valores de 2 y b, representa la funcién.

_ 8. iy, 8
f(x)—ax+&+x,f(x)—a 2

Pasa por (-2, ~6), f(-2)=—6 —> —2a+/7—4:—6} —24+/7=—2} ¢=2;

Tangente horizontal = f'(-2)=0 = 2-2=0 a=2 b=2

Para estos valores, queda: f(x) =2x+ 2 + 8
x

¢ Dominio: IR — {0}
¢ Asintotas:
lim f(x)=—o0
x—>0"

) x=0 esasintota vertical.
lim  f(x)=+oco0
x— 0"

fl)=2x+2+ 8 y=2x+2 esasintota oblicua.
x

(Si x = —o0, f(x) <2x+2; si x> +oo0, f(x)>2x+2)

* Puntos singulares:

, 8 2x7-8
f)=2-5=7
X X

)
F@=0 > 22 8-0 — x2=4< 5
X =
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f<0 f>0

P N L

f(x) es creciente en (—e0, —=2) U (2, +0). Es decreciente en (-2, 0) U (0, 2).



Unidad 8. Representacion de funciones

PNNCNSAC HILLERA O

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

Tiene un mdximo en (-2, —6). Tiene un minimo en (2, 10).

¢ Grifica:

J o

29 Halla los valores de a, b y ¢ paralos cuales la funcién:

_ax*+bx+c
fo - @l sbese

tiene como asintota horizontal la recta y = -1 y un minimo en el punto (0, 1).

f(x)= ﬂx2+17x+c

2
x"—4

2

Si y=-1 esasintota horizontal —  /im axwbxve _, oy,
X —> +o0 x2_4

Si tiene un minimo en (0, 1), debe ser £'(0) = 0.
vy Qax+b) (6F = 4) = (ax® + bx + %) 2x vy bEH-0 _p B
S (2 4)> 2O —Hg— =50 2 6=0

Ademis, f(0)=1 — Lﬁ””:l — c=—-4

2 _4
Por tanto, f(x) = xz
x“—4

30 Comprueba que la funcién y = I+l

1 tiene dos asintotas horizontales.

X+
X i x<0
X+
fx) =
X i x>0
X +

Por tanto:

lim f(x)= lim —%- =-1 — y=-1 esasintota horizontal cuando x — —co.
X —> —oo x——o0 x 41

lim f(x)= lim —*— =1 — y=1 esasintota horizontal cuando x — +co.
X —> +oo xX—>+00 x4 ]

31 Lafuncién f(x) = x + e, ;tiene alguna asintota? En caso afirmativo, hdllala
flx)=x+e™
* Dominio: R.
¢ No tiene asintotas verticales.
. xéﬂfw (x+e™) = +o05 xzrgw (x+e™) = +00
No tiene asintotas horizontales.

¢ Asintotas oblicuas:

m=lim (&>= lim <1+ 1 ):1
X — +oo X X — +oo X
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n= lim (x+e™=x)= lim ¢*=0
X —> +oo X
y=x es asintota oblicua hacia +co.

—X
No hay asintota oblicua hacia —e porque: m = lim (M> =1l+o0=1+o0

It
X —> —oo X

32 Dada la funcién f(x):

Indica qué grifica corresponde a estas otras:
— / x
fi x)) I/ \ ——
A 7 g
-If @] \| /
| f @
b
a) \ — ) '/
\ \ / [ \
N \
N\
\ !/ \
9T d
\ / \
~—— N\ /
\ !/ \| /
a) - f()] b) f () )| £ d) £ =)

33 La siguiente funcién representa la demanda de un articulo a lo largo de los afios:

£2+1 si0<t<2

f®=18:+4
t+2

t:anos

siz>2 f(2): miles de articulos

a) Representa la funcién.

b) ;Qué cantidad se demanda a los 2 afios? ;A partir de cudndo se demandan mds de 6000 uni-

dades?

¢) ;:Qué cantidad de unidades nunca llegard a superar la demanda por mucho que pase el tiem-
po?

a) En el primer intervalo, la funcién estd definida mediante una parabola. En el segundo intervalo es
un trozo de pardbola.

* La funcidn es continua en #=2, ya que:

f@=5
lim (£ +1)=5
t— 2"
li t) =
fZ”zf() lim 8t+4=5
r—2t t+2
* Tiene una asintota horizontal cuando # — +oo, puesto que /im 8; x 24 = 8.
+oo +
Posicion:
Si t—>+o0, 844 _g__ 12 0 L4 funcién queda por debajo de la asintota.
t+2 t+2
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* Crecimiento y decrecimiento:

2t si O0<zr<2
f@B)=7 12

(t+2)2 si t>2

Siempre es positiva, por tanto, siempre es creciente.

Y

0O
A%

Q
[e)

\

N

b) Como f(2) =5, alos 2 afos se demandan 5000 unidades.

= — t=4. Por tanto, a partir de los 4 afios se demandan mds de 6000 unidades.

8tr+4
t+2

¢) Como podemos ver en la gréfica, al ser y = 8 asintota horizontal, la demanda nunca superard las
8000 unidades.

34 La variacién del precio de un articulo viene dada por:

t2

Z+2 si 0<£<2

f@)=

5—% si 2<2<6

t:anos

f(2): cientos de euros

a) Representa la funcién.
b) ;Cual fue el precio inicial? ;Y el final?
©) ;Cudnto duré la venta del articulo? ;Cudl fue su precio maximo?

a) La funcién estd definida por intervalos mediante dos funciones polinémicas. La primera es una
pardbola y la segunda es una recta.
2
lim | =+2|=4

. r—2"\2
* Es continuaen =2, yaque f(2) =4y tlz;mzf(t) =
lim 5—i>=4
r—2* 2

* Su gréfica es:

Y

g
J

T

»

—

Y. 5 X

b) Como f(0) =2, el precio inicial fue de 200 €. El final fue también de 200 € porque f(6) = 2.

¢) El articulo se vendi6 durante 6 afios. El precio méximo fue de 400 € y se dio a los 2 afios, ya que

£ =4
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Cuestiones tedricas

35 Una funcién f(x) tiene las siguientes caracteristicas:

Dom f=R - {0} y es derivable en todo su dominio.

i S0 == lim, =
lim f(x) = +o0 lim f(x) = —oo
x—0" x—0*

Indica cudles de las siguientes afirmaciones son seguras, cudles son posibles y cudles son impo-
sibles:

a) f(x) es par.

b) f(x) es impar.

c) No tiene miximos ni minimos.

d) Tiene un méximo y un minimo.

e) Corta al eje X en dos puntos.

f) Corta el eje X al menos en dos puntos.

g) Tiene una asintota oblicua.

a) Imposible, porque, por ejemplo, en las proximidades de x = 0 no es simétrica respecto del eje
vertical.

b) Probable, porque una funcién impar puede cumplir estas condiciones.

c) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.
d) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.
e) Probable, por su continuidad y su comportamiento a ambos lados del eje vertical.

f) Seguro. Por ser continua debe cortar al semieje negativo de las X al subir desde —oo (cuando
x —> —oo) hasta +e (cuando x — 07). Andlogamente ocurre con el semieje positivo de las X.

g) Probable. Puede ser también ramas parabdlicas.

36 La funcién y = xz+ L 10 estd definidaen x=1 nien x=-I; sin embargo, tiene solo una
x —_—

asintota vertical.

Justifica esta informacién.

_ +1 +1
L Sl S [Py
ll'nﬁ_f(x):—oo

) x=1 es asintota vertical.
lim  f(x)=+oo
x =17

1 1

x—1 2

xli;nzl f(X) - xli;nzl

En x=-1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.
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37 Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al menos, un méximo
relativo en (2, 3) y un minimo relativo en (3, 4). Si la funcién fuera polinémica, ;cudl deberia
ser, “como minimo” su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos maximos y dos minimos
en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como minimo,
grado 5 (pues f'(x) se anularia, al menos, en cuatro
puntos).

Para profundizar

38 La concentracién (en %) de nitrégeno de un compuesto viene dada, en funcién del tiempo
te [0, +0) medido en segundos, por la funcién:

60
N(t) =
® 1+2¢*

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. ;Para qué ¢ la concentra-
ci6én de nitrégeno es minima y cudl es esta concentracién?

b) ;A qué valor tiende la concentracién de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito?

a) N(t) = —0
1+2¢7"
-t
N'(z) = (2130761)2 es siempre positivo para cualquier valor de z Por tanto, /V(#) es creciente.
e+

La concentracién de nitrégeno es minima para =0 y su valor es N(0) = 20.

lim  —==— =060 es el valoral que tiende la concentracién cuando el tiempo tiende a infinito.
1+ 2e”

2x

39 Una particula se mueve a lo largo de la grifica de la curva de ecuacién y = para x> 1.

En el punto P (2, - g) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a dicha curva.

a) Halla la ecuacién de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula encuentra a la asin-
tota vertical mds préxima al punto P.

¢) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la particula encuentra
el eje X.

a) Pendiente de la recta tangente en x = 2:

(1-x%)? (1-x)% (1-x92

m=f@) =3

£ = 2(1—x2)—2x(—2x) _ 2 —2x% + 4x” _ 2x 42

La ecuacién de la recta tangente en P es:

= —%+170(x—2) - y=—"x—-=
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b) La asintota vertical mds préximaa P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de interseccién de
x=1 con la recta tangente anterior:

_10, 32| . _-22

_Tx 9 J 9 El punto es Q(l,ﬁ).
x=1 x=1 2

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

)/:19—096—2 mx= 32 — x—ﬁ— 16

9t 9779 “10 5 ¢ Elpuntoes R<l§30).
- - 5
y=0 y=0
Esta erdfi 1 - 2x
sta grafica muestra la curva y = .2
—-x
la recta tangente y = 1—90x - % y los

puntos Q(l,%) y R(%,O).

<
I
==
P
I

\ IS
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Autoevaluacién

Pagina 217
1 Dibuja la grifica de una funcién f de la que sabemos:
Jm @) =veo, lim fx)=-3, lim f(x)=—c
F1(5) = 05 £10) = 05 £(-5) = 05 £(0) =2

Tiene tangente horizontal en los puntos (-5, 0) y (0, 2). En el primero tiene un maximo, y en el segun-
do, un punto de inflexién.

/
/
/
]
N3/ X
_ [
il \if 1o
[
|
[
& Describe la gréfica de la siguiente funcién:
] |
/ /
7
//
2 P
7
[ [
[ [

¢ El dominio de definicién es IR — {2, 2}.
Es una funcién impar, continua y derivable en su dominio.

* Tiene dos asintotas verticales: las rectas x=-2 y x=2.
lim X) = +o0; lim X) = —oo
x—)—Z_f( ’ x—>—2+f( )
lim f(x)=+o0; lim f(x)=—oo
x—27 x—2*

Larecta y=0 es la asintota horizontal de la funcién cuando x — teo.

* Es creciente en los intervalos (—eo, 2), (=2, 2) y (2, +o0).

3 ;Tiene f(x) = x + 2x + 4 méximos y/o minimos? ;Y algtin punto de inflexién? Estudia su curva-
tura y represéntala.

f(x) =x3+2x+4

* f'(x) = 3x2 4+ 2
f'(x) =0 — 3x?=-2 — no tiene solucién.
f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente.
No tiene mdximos ni minimos.

* f"(x) = 6x
f"(x)=0 > 6x=0 = x=6
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Signo de f"(x):
f'<0 f'>0
N

Hay un punto de inflexién en (0, 4).

e Ademis, xé’rzzwf(x) = —oo; xéz;rfwf(x) = +o0

e Grafica:

L]

4 Estudia las asintotas y los puntos singulares de cada una de las siguientes funciones y represéntalas
graficamente:

_ 6x _ x2—6x+5
a) f(x) = 2.4 b fl) = ==

a) * Dominio: R
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales, ya que x2 + 4 = 0.

lim 6x  _ 0.
X —> too x2+4

Si x >+, f(x)>0
Posicig
i <377 .
* Puntos singulares:

S =

Horizontales: y =0, ya que

6(x2+4)—6x-2x:_6x2+24

(x* + 4)2 (x* + 4)2
P x=-2, f(-2)=-312
Fx) =0 - —6x +24_0<x:2, £@)-312
Signo de f"(x):

f'<0 >0 f'<0

NN

Minimo: (—2, —%) Miéximo: (2, %)

* Representacién:

\
/
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b) * Dominio: IR — {3}

2 _
* Asintotas verticales: x =3, porque /im X7 —6x+5 + oo,
x—3 x—3
2
lm X =Ox+5
. x— 3" x—3
Posicién 5
i X =6x+5
x —3* x—3
¢ Asintotas horizontales:
2 2
No tiene, porque /lim X" —06x+5 =+oo y lim X" —6x+5 =—
X —> +oo X — 3 X —>—o0
e Asintotas oblicuas:
Expresamos la funcién de la forma M = cociente + —1StO_ v A ~
Divisor ivisor ) 7
2 — —
a0 N 3. =4 y=x—3 esasintota oblicua.
x—3 x-3
1 3 X
o Si x>+, flx)<x—3
Posicién < .
Si x> -0, flx)>x-3 A {

* Puntos singulares:

y's (2x = 6) (x —3) — (x* = 6x +5) _ x2—6x+13

(x-3)? (x-3)?
9'=0 - x2—6x+13=0 — x=6i—2_16

(no tiene solucién).

Signo de y': la derivada es positiva en todo el dominio. La funcién es creciente. No tiene maximos

ni minimos.

Corta a los ejes en los puntos (0, —%), (1,0)y (5, 0).

Y] / 4

/iy

{4—x2 si x<2

R l L4 =
5 Representa la funcién f(x) 2 sixs2

to Yy sus extremos.

Para x <2, la gréfica es una pardbola con vértice en (0, 4).
Para x> 2, es una recta.

—2x si x<2

re-],

fx)=0 > 2x=0 = x=0

f)y=2<_

. No es derivable en x = 2.
si x>2

f(x) escreciente en (—oo0, 0) U (2, +00).

Es decreciente en (0, 2).

. Indica sus intervalos de crecimiento y decrecimien-
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Tiene un méximo en el punto (0, 4) y un minimo en (2, 0).

Representacion:
JART A
=2
X
l

6 Halla los mdximos y los minimos de f(x) = xy/x +3. Indica si tiene asintotas y represéntala grafi-
camente.

f(x) = xyx+3. Dominio = (=3, + o)

* Hallamos los puntos singulares:

: 2 1 2(x+3)+x _ 3x+6
= 3 . = -

£ o 2Jx+3 2Jx+3 2Jx+3

fx)=0 > 3x+6=0 = x=-2, f(-2)=-2
f'<0 f>0
\ 2 /

La funcién tiene un minimo en (-2, -2).

Signo de f™:

¢ La funcidén no tiene asintotas:

lim f(x) = + oo} lim & = +o00

X — +oo X —> too X

e Grifica:

[\S}

7 Dibuja la grificade f(x) =[x+ 3| + |x—1].
f) =|x+3]+]|x-1]|

we3 i xe3 *Six<-3 x—3—-x+1=-2x-2

_'3 i eSi 3<x<1l: x+3—-x+1=4
—wx+1 i x—1
o P e Six>1: x+3+x—1=2x+2

2x—-2 si x<-3
fx) =14 si -3<x<1

2x+2  si x2>1

»
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8 Calcula los puntos de corte con los ejes y los puntos singulares de la funcién y = In(—x? + 1).
Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la gréfica.

* Dominio = (-1, 1) — y es una funcidn par.
cf(0)=0 > fl)==x?+1=1 - x=0

El Gnico punto de corte con los ejes es (0, 0).

cf= 20 > x=0
x p—
2
f(x) =— % <0 paratodo x.
x p—

Por tanto, (0, 0) es un maximo.

* f tiene dos asintotas verticalesen x=-1 y x=1.

Y

—

~
=

2
9 Representa la funcién f(x) = @
e
2
fe = D)
e

¢ Dominio = R.
* No tiene asintotas verticales, porque ¢* = 0 para todo x.

2
° [ im @

X —> +oo

=0 — y=0 esasintota horizontal hacia +o — f(x) >0

2
lim (x+1)

X —> —oo

e No tiene asintota horizontal hacia —co.
e

* Puntos singulares:

£ - 20+ e —(x+1)% " _ 242 —(x+1)? |

(ex) 2 e~ o~

x=1, f()=4
oy 2412 e
fx)=0 > —«x*+1 0<x=—1, FeD)=0
Signo de f™:

f'<0 >0 f'<0

NC SN
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Minimo: (-1, 0). M4ximo: (1, i)
e

e Gréfica:
Y
\ 5
\
\ ]
\ uum
) _ X

x+1,

10 ;Qué grifica corresponde a f(x) =

||
\

[l S

x+1

si x<0
1 —X
fey =2l
|x| x+1 si x>0
X
lim x+1=_1
X —> -0  _x
lim M=l

X —> +o00 X

¢ Asintota vertical: x=0
* Asintotas horizontales: y=-1 e y=1

La gréfica de f esla primera.



