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Una hermosa curva _— ~__

La curva de la derecha estd construida con ocho arcos de circun- ) N
ferencia. Los siete primeros son de un cuarto de circunferencia. El

octavo, es solo un trocito.

a) Localiza los centros y averigua los radios de los ocho arcos dibu-

jados. /

:Ves la relacién de los radios con la sucesién de Fibonacci?

b) Reproduce la curva en tu cuaderno completando el octavo tramo T~
y anadiendo el noveno.

.

:Qué radio tiene este dltimo?

c) Como ves, esta curva se podria ir ampliando indefinidamente. N
Di cuadles serian los radios de los siguientes cinco tramos (10.°, gy
11.°,...).

a) Los dos primeros centros de arcos de circunferencia coinciden C) = C, y estdn representados como un
tnico centro. El centro del tercer arco es Cj y asi sucesivamente.

Los radios de los arcos de circunferencias coinciden con los términos de la sucesién de Fibonacci. Es decir,
sillamamos 7; al radiode centro C;, 7 =7, =1, r3=2, 74=3, r5=5, 15=8, r, =13, rg=21.
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El dltimo radio es 7y = 34. o
C) 710=55, 7’11=89, r1p = ].44, 7’13=233, 714=377 1]
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ﬂ Concepto de sucesidn
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1 Obtén los seis primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones:

ﬂn=n2+2n bn=(_1)n+ln2 Cn=(—l)n (21’l+1)
d, = (=2)" e1=3, =-1,¢,=¢, ,+2e, = =1)”
! o " "~ 2n—-1
2 n
=2+l b =n'-(n-1) i =<1+l>
&n n?+2n " n ”

a,=m*+2m = ay=12+2.1=3, 4,=22+2.2=8, 43=3>+2.3=15,

ay=4>+2-4=24, a5=5+2-5=35 ag=6>+2.6=48
bn=(_1)n+1n2 N b1=(—1)1+1 J1221, /72=(_1)1+2,22=_4’ 53=(—1)1+3'32=9’

by= (1) 4. 4216, bg=(—1)1*5.52=25, ho=(-1)1*°.6%=-36
,=(1)"2n+1) = =(DI2-1+1)=-3, ,=(-1)?Q2-2+1)=5, i5=(-1)}2-3+1) =7,
= (DH2-441)=9, 5= (=1)°2-5+1) =—11, ¢g= (-1)%2-6+1)=13

dy= (2" = dy= (D' ==2, dy=(-2)2=4, dy=(-2)>=-

di= (24 =16, ds = (-2)° = =32, dg=(-2)° = 64

=3, 6=-1,e=3+2-(-1)=1, ¢=-1+2-1=1, e5=1+2-1=3, ¢=1+2-3=7

(=D (D! (=D?* (—1) 1
=,y 2 hEg = eyt fS‘ 17750
) S P L 1 (—1)6 _ 1
Ji= 2.4-1 ‘7’f5‘ 2.5-1 > Jo = 6-1 11
7?41 1241 2 2241 5 3241 2
=— — = =5 5 - T 50 T )
&= 20, 8T 12,0073 22,22 8 8732,,373
4241 17 5%2+1 _ 26 62+1 _37

8= 0.4 24057 52,0.5 35 %7 62,2.6 48
hy=nl— (-1 = by =11—(1-1)=0, hy=2—Q2—1)l=1, hy=31—(3—1)! =
hy=41— (4= 1) =18, hg=51—(5-1)1=96, hs=6l—(6-1)! =600

n 1 2 3
_ 1 o 1Yy o 1y _9 . _ 1) _064
—<1+ n) - 11—<1+ 1) 2, i <1+2) % i3 <1+3) 27

4 6
(.1 625 . (. 1) _7776 . 1) _ 117649
’4'<1+4> 256" 5 (“ 5) 3125° "7 <1+6> 46656
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2 Da el término general o el criterio de recurrencia (o ambas cosas) de las siguientes sucesiones:
a) 3, 8,13, 18, 23, ...
b) 1, 8, 27, 64, 125, ...
0 0,3,8,15,24, ...
d1,-3,5-7,9 ...
e 1,-2, 6,24, 120, ...
f)1,4,8,11,22,25,...
) 25 8 11 14

4’9’16 25’ 36
123 4
h)023’4’5"
i 1,3,4,7,11,18,
: 11 _11_1
J)l’ 23 435, 6,-

a) Cada término es 5 unidades mayor que el término anterior de la sucesién. a, = 57— 2
Por recurrencia: 4; =3, a,=a,_; +5.

b) Cada término es el cubo del lugar que ocupa en la sucesién. b, = 7

¢) Cada término es una unidad menor que el cuadrado del lugar que ocupa. ¢, = #* — 1

d) Son los ntimeros impares con los signos + y — alternativamente. d, = (<1)"*1(2n— 1)

e) Son los niimeros factoriales con los signos + y — alternativamente. ¢, = (=1)”* 17!
Por recurrencia: ¢, =1, e,=¢, ;- (-n).

f) El primer término impar es 1 y los demds términos impares se obtienen sumando a este un multiplo de 7.

El primer término par es 4 y los demds términos pares se obtienen sumando a este un maltiplo de 7.
fi=1, f,=4. Para n impar, f,=f; +7(n—2). Para n par, f,=f +7(n-3).

g) Cada numerador es 3 unidades mayor que el numerador anterior. Cada denominador es el cuadrado

del ndmero natural siguiente al lugar que ocupa. g, = 3n—1
2
(n+1)
h) Los denominadores son los nimeros naturales. Cada numerador es una unidad inferior a su denomi-
nador. A, = n=1
n

i) Porrecurrencia: 7, =1, #y=3, i,=4, 1 +i,_ o

( 1)n+1

j) Son los inversos de los nimeros naturales con los signos + y — alternativamente. j, =
n
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E Algunas sucesiones especialmente interesantes
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1 En las siguientes sucesiones identifica las progresiones aritméticas y las progresiones geométricas.
Afade dos términos y escribe su término general:

a)3,7,11,15,19, ... b) 3, 4, 6,9, 13,18, ... ) 3,6, 12,24, 48, ...
d1,3,9,27,81,... e 5,-5,5,-5,5, ... f)10,7,4,1,-2,...

g 100; 50; 25; 12,5; ... h)12,12,12,12,... i) 3,-5,7,-9, 11, ...

j) 2840; 284; 28,4; ... k) 90, -30, 10, -10/3, 10/9, ... ) 17,45 15,8; 14,25 12,65 ...

a) Progresién aritmética en la que 2, =3 y d=4.
ag =23, a;=27. Término general: 2,=3+ (n—1)-4=4n-1

b) No es una progresion.
b; =24, bg =31. Término general: 4, =3 + @
¢) Progresién geométricaenlaque ¢; =3 y r=2.
g =96, ¢; =192, Término general: ¢,=3.2""!
d) Progresién geométricaenlaque ;=1 y r=3.
dg = 243, d, =729. Término general: 4,=1.3""1=3""1
e) Progresién geométricaenlaque ¢, =5 y r=-1.
eg =5, e;=5. Término general: e, =5 - (-1)" !
f) Progresién aritmética en la que f; =10 y d=-3.
J6=-5, fr =-8. Término general: f, =10+ (n—1) - (-3) =-3n+ 13
g) Progresién geométrica en la que ¢, =100 y r= %

n—1
g5 = 6,25, g¢=3,125. Término general: g, = 100 - (%)

h) Es a la vez una progresién aritmética de diferencia 4= 0 y una progresién geométrica de razén 7= 1.
hs =12, hg=12. Término general: 4, =12

i) No es una progresién.
ig=-13, i; = 15. Término general: i,= (-1)""* 12n+1)

j) Progresién geométrica en la que j; =2840 y r= %0

n—1
ja=2,84, js =0,284. Término general: j, = 2840 - (%o)

k) Progresién geométrica en la que 4, =90 y r= —%.

n—1
- =10 _ 10 Term <k =90. (=L
kg = 57 ks a1 Término general: £, =90 < 3)
1) Progresién aritmética enla que /; =17,4 y d=-1,6.

ls =11, [g=10,4. Término general: /,=17,4 + (n—1) - (-1,6) =-1,6n + 19
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2 En 1a) halla S,

=820

tyy=4-20-1=79; Szozw

3 En ].f) halla SlS'

(10+(=32))-15 _

ﬁ5=—315+13=—32; 515= 2

-165

4 En ld) ha.lla S10-

dip=3°=19683; Sy = %:29524

5 En 1k) halla S,

5 _J.(_H_%
/e10=9().<_L> 10 g _ 2187\ 73] 147620
3

“ 7187 V107 2187

1
3

6 ;En cuiles de las sucesiones del ejercicio 1 puedes hallar la suma de los infinitos términos? Hazlo.

En las de los apartados g), j) y k) porque las razones son, en valor absoluto, menores que 1.

En el caso del apartado g), S, = Lol =200.

=2
En el caso del apartado j), S, = 284? = 28300 .
10
90 135

En el caso del apartado k), S = —1=T
(3]
7 Calcula:
a) 12+2%2+...+ 302
b)13+23+...+153
c) 20% + 212 + ... + 302
d)163+173 + ... + 303

2 30'(30+é)'(60+1) =30-361-61 -9455

b) #:14400

20242124+ ... +302=(12+224 ... +30%) — (124224 ... +192) = 30'361'61 - 19'260'39 -6985

D163 +173+ .. +300=(13+23+...+30%) (13423 + ... +15%) = 3024312 _ 1524'162 -201825

8 Calcula:
22443463 +...4+203
Ten en cuenta que, por ejemplo, 6% = (2 - 3)% = 8. 3% y que 20° = (2. 10)> = 8 - 10°.
P+ 45+6%+...+200=2-1°+(2-2°+2-3°+...+(2-100°=
=23.13423.2542%.234 .. 4+2%.10° =

2 2
2313423433+ ... +10%) =8 . 102117 g 302524200

4
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9 Calcula el 6.° término de la sucesién de Fibonacci, f; = 8, aplicando la férmula.

1+f 1 f
f[ ]J[@MI)G 4f5)]= 158458

(Hemos usado el binomio de Newton en cada una de las potencias sextas.)

10 Observa que, para valores “algo grandes” de 7, el niimero ¢~ es “pequefio”. Por tanto, pode-
mos hallar los términos avanzados de la sucesiéon de Fibonacci, de forma aproximada, prescin-
diendo del sustraendo:

_ Lo gy Lgn
fom @ -7 = 10

Por ejemplo, para calcular f;3 = 233 procederiamos asi: f3 = %4)13. Hazlo y comprueba que

el error cometido es menor que 0,001. Calcula de este modo f.

1 ( 1- «f) ~ 8,5837 x 1074, que es inferior a 0,001.

El error cometido es igual a

| 1+‘/§20
fzozf< : ) -6765

11 La sucesion de Lucas se define asi: [, =1, ,=3, [, =1,_,+1,_,

Como ves, es muy parecida a la de Fibonacci y también tiene relacién con el mundo vegetal.

a) Halla sus 11 primeros términos.

b)L+L+...+1,=1,,,—3. Compruébalo para »=6.

c) Esta sucesion se relaciona con la de Fibonacci asi:

_ ln—l +ln+1
Jam 2T

Compruébalo hallando los 10 primeros términos de la sucesién de Fibonacci a partir de la de
Lucas.

=1, 5b=3, L=4 =7, ls=11, [g=18, [, =29, lg=47, ly=76, Ln=123, [;; =199
b)l+3+4+7+11+18=44

47 -3 =44
[+l
Qf=13 1;4=1,ﬂ=3+7=2,ﬁ=%=3aﬁ= _5 £ = 11+29 -8,
f= 18547—13 13-29;76 -21, f = 47+5123 _34, fig - 76+5199 _ss
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E Limite de una sucesién
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1 Representa la sucesién a, = 42';;110 y asigna un valor a su limite.
14
12 dl = 14, ﬂz = 6, ﬂs = 4,4; ﬂ4 = 3,71;
10
8 as = 3,33; ..., aj9=2,63;..;
6 4100 = 2,06; cees ﬂl 000 = 2,006; .
4 [ 1 ) _
00000 lim = 2
2
5 10 15
2
2 Representa la sucesién b, = nT —2n + 3 y asigna un valor a su limite.
8 bl = 1,25, bz = 0; b3 = _0,75;
6 by=-1; bs=-0,75 bs=0;
4 by =1.25; bg=3 by=525; bg=8...,
2
> bloo = 2303,.
10
-2 lim b, = +oo

3 Representa la sucesién ¢, = (-1)” - # y describe su comportamiento.
;Podriamos afirmar que lim c, =1 o que lim c, = +o0? ;O acaso que lim c, = —oo?

50

40

30

20

10

—
—
n
n
[OF)
[¥)
N
o

o

N
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Se trata de una sucesién oscilante porque su representacién grafica da saltos hacia arriba y hacia abajo.
No tiene limite porque los términos no se acercan a ningtin valor concreto. Tampoco tiene limte +oo
porque los términos impares (que son negativos) se hacen cada vez mds pequenos. Andlogamente, tam-
poco tiene limite —co.

Pagina 63
4 Estudia el comportamiento de estas sucesiones para términos muy avanzados e indica su limite:
2n-3 2n-3 1
a)a, = "6 b) b, = :+5 c,=3-2" d)dn=5—?

a) a9 = 2,83; a100 = 32,83; a1000 = 332,83; . Zim a, = +oo
b) blo = 1,133; 5100 = 1,876, b] 000 = 1,987; e [l'm b}’l =2
) ¢19=-1021; ¢;99=—1,27 - 103; ... limc,=—oo

d) dyy = 4,999; dygp = 4,999999; ... limd, =5

5 Di, razonadamente, cudles de las siguientes sucesiones tienen limite:

2) a, =2 b) b, = (-1)* —2 Jec,=C1)"n? dd, =12
n n+4 n2

2) ay0 = ~0,02; 109 = —0,0002; a;ggp = ~0,000002; ... lim a, = 0.

Los términos pares son positivos y tienden a 1; los términos impares son negativos y tienden a—1. La
sucesion no tiene limite.

o cy==1, cy=4, c5=-9, ¢,=16, ¢5=-25; ...

Los términos impares son negativos y tienden a —eo; los términos pares son positivos y tienden a +oo.
Es una sucesién oscilante. No tiene limite.

d) dl = —2; dz = 0,5; seey leO = 0,0002; lel = —0,000196; ces Zl’m dn =0.
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E Algunos limites importantes
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1\ L1 L \teeo
1 a) Calcula <1 - %> y comprueba que “se parece mucho” a e™ = o Haz lo mismo con < - m) .
1\ _1
:Podemos suponer que lim (1 - ;) = ;?
b) Calcula 1-—-+ % % + % - 91' 1 Jor ¥ comprueba que es aproximadamente igual a e,
:Podemos suponer también que la sucesién 1- % + % - % Tt 11 p tiendea 717
ol
80 80
(1= L) (722} <
agy = (1 80) (80) 0,36557
1000 1000
(11 _{999 ~
#1000 = (1 1000) ( 1000) 0:36770
=1 2036788
e
1

Observamos que los resultados se acercan cada vez mds a

Comprobandolo con algiin término mds avanzado, si podriamos suponerlo.

1,1 o111 1 1 1 11 16481
b) ! * 2! 3! * 4‘ 5' + 6' 7| 8! 9[ 10! 44800 0;36788

Si podemos suponerlo. Ademds, esta sucesién se acerca mucho mds rdpido a 1 que la del apartado
e

a), puesto que el término décimo de la sucesion ya es casi 1
e

2 Teniendo en cuenta que el término general de la sucesién de Fibonacci para n “grande” es

1 (n —n..ﬁ

o [(4) -0 i

demuestra que /im Jurr = 0.
S

¢n+1

f"f"l:?:@;:—Q) luego lim f”f+1 0.
s

Para n “grande”,

3 Sabiendo que f;, es el término general de la sucesién de Fibonacci, calcula los siguientes limites:

a) lim Jo b) lim Jo
f;l+2 f;l+3
Razonando de forma aniloga al problema anterior, /m l:— (]) lim ﬁ“ L -3,
gaalp AT SR ST~
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Ejercicios y problemas resueltos
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2. Los cuadrados van contracorriente

Hazlo tu. Halla la suma:

“1+2+...+47-8+9+...+26-27 +28 +... +63 - 64 + 65 + ... + 999 — 1000
(suma de los 1000 primeros naturales pero con los cubos perfectos con signo menos).

Calculamos la suma de los mil primeros niimeros naturales sabiendo que forman una progresién aritmé-
tica.

Sl 000 =

(1+100§)-1ooo 500500

Ahora debemos restar dos veces la suma de los primeros 10 cubos perfectos:
2.112
Sepo=12+2%+ ... +10% = %=3025

Por tanto, la suma pedida es Sj o9 — 2 - Sejp = 500500 — 2 - 3025 = 494 450.

Pagina 67

3. Término general

Hazlo ti. Halla el término general de estas sucesiones:

b) 5,23; 5,2323; 5,232323; ...

oZ 4 1 =2

555 5
a) No es una progresién aritmética ni geométrica.
Los numeradores son una unidad mayor que los cuadrados perfectos.
Los denominadores forman una progresion aritmética de diferencia 4 = 2.

n?+1 _ nt+l

T =12 27-3

b) Podemos escribir asi los términos de la sucesién:

23,23 .. 23 . 23 23
h=5+ o0 100 b2=5+460 * 10000 %=>*100 * 10000 * 1000000
23 . 23 23 1 1 1
L - =54+23. -
uego b, =5+ 160 1002+ +100n 5+23 (100+1002+ +100n>
100 1007+! 100" ( 1 ) 23 23
=5423.[220 100" |_5,93.|___100" |_5, 73, 1 5,23 23
¥ B * 1001 99 99.100” 99 99.100”
100

3

c) Se trata de una progresién aritmética de diferencia = _?

T etnn).(3)-10-3n
cn—5+(n l)( 5) 5
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4. Limite de sucesiones

Hazlo tu. Estudia los limites de las siguientes sucesiones:

_5n+7 _ D n?+4
2) 4, = 2n-1 b)b, = n+2
_5.10047 _ 507 _
¥ @00= 37001 " 199 ~ 2247

_ 5-1000+7 _ 5007 _
M00= 3 1000-1 " 1999 ~ 20048

_ 5.10000+7 _ 50007 _
410000 = 3700001 ~ 19999 ~ 209

Observamos que los términos independientes del numerador y del denominador se hacen insignifican-
tes comparados con los multiplos de 7.

ONHT iy 2% 23 225

Por tanto, lim 1 oD

~1)-1002 + 4
b) b = gy =98

(-1)-10007% + 4

biow="T000,2 ~ %
~1)-100002 + 4
oo = * 10000+2+ =—99%8

De forma similar al apartado anterior, los términos independientes son insignificantes comparados con
los otros términos.

(D) n?+4 B
n+2

2
Por tanto, /im lim Dn” lim(=1) n=—oo
n
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Ejercicios y problemas guiados
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Paso de decimal periédico a fraccién

N\
Utilizar las sucesiones para pasar el niimero periddico 5,47 a fraccion.

®5,477...=5,4+ 0,07 + 0,007 + 0,0007 + ...

7
R A A SIS U S 1. N
“7 700" 7 T000" 37 T0000° T 107 O 1.1 9
10
o544 _27
5’4‘10 5
«5477... =20, 7 _493

5 90 90

Intereses bancarios
Se hace un depdsito de 5000 € en un banco que paga un interés del 4 % anual. ;Cudntos afios se ha
de dejar para superar los 8000 €?

* En 7 anos el capital se multiplicard por 1,04”.

o _ . n 8000 _ n _ n
8000 =5000 - 1,04” — 5000 1,04” = 1,6 =1,04" —

log 1,6

- log 1,04 ~ 11,984

— log1,6 =n-log1,04 — n

Por tanto, superard los 8000 € a los 12 anos.

Limites de sucesiones

Hallar el limite de las siguientes sucesiones:

a) %’ 7: _10) _?) _156: LX) b) ‘/3) V3‘/§: V3V3‘/§) LX)

» 4 7 10 13 16

3) 1)_1)_3)_5) LY

Los numeradores forman una progresién aritmética de diferencia & = 3.

Los denominadores forman una progresion aritmética de diferencia o = -2.

a4 = 4+(n-1)-3 _ 3n+1
" 3+(n-1)-(-2) 2n+5

a1000 = L 0b s =~ Tg0s =—15043 9o = 5 p I =~ 0T = 1,5004

b) by =3=3"2  by=y3/3=(3-31)12312+14 4 _ 33 3-(3.(3.31/2)1/2)112_31/2+1/4+118
% + % + % +... es la suma de los elementos de una progresion geométrica de razén r = %
Lasumaes §_ = 124

1-1/2
Luego lim b, = 3! = 3.
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Criterio para formar sucesiones

1 Escribe los cinco primeros términos de las sucesiones cuyos términos generales son estos:

2 n?-1 3n—
a)an=3+10n b) b, = . oc,= el
— n. —
dd, -2 o e, = nl f)f,,=(l)#
a) 2, = 3,2; ay=3,02; a3 =3,002 a=3,0002; as=3,00002
8 1 24
b)blz(); bz—% b3= 3; b4= 75; b5=?
Q=1 62—%, c3=2; 6‘4:1—51; c5=%
1oy 1o, 1 5 1. 1
D=3 o= s dy=gs di= g3 =35
e)ep=1; ey=2; e3=0; e5=24; e5=120
) fi=-1; =0, 5=-3; f4=0; f5=-5
2 Escribe el término general de estas sucesiones:
1.2 3 4 11 1 1
a)2 3 4 5 b)1’2,3’4’ 5,
1 4 9 1_6 3 8 15 24
AL A AN TR 0570 17 26°
e) 2,5,10,17, 26, . f)1,3,6,10,15,...
n
a) a 1
_ 1
b ¢, +1
¢) Los numeradores son cuadrados perfectos y los denominadores forman una progresién aritmética.
.- n2 _ n2
" 5+(n=-1)-2 2n+3
2
dd = n°—1
) n?+1
e e,=n*+1
DA=LH=1+2 =1+2+3; fy=1+2+3+4..5f,=1+2+3+ ... +n= n(n2+l)
3 Construye dos sucesiones cuyas leyes de recurrencia sean:
a)a; =0, ay=2, ”n=% ba, =1, ay=2, an=a"%a"-2
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4 Busca una ley de recurrencia para definir las siguientes sucesiones. Halla tres términos mds de

cada una.
—4, — 311
a) 4,7,3,-4,-7, ... b) 2, 3, 20230
aa =4, ay=7, a,=a,_,—a,_, para n>2 b) b, =2, b,=3, b;ﬁ% para 7> 2

n—2

M Progresiones aritméticas

5 De las siguientes sucesiones, di cudles son progresiones aritméticas y escribe su término general:

a) 1,2; 2,4; 3,6; 4,8; 6; ... b) 5; 4,6; 4,2; 3,8; 3,4; ...

ol, 2 4,7, 11, ... d) 14,13,11, 8, 4, ...

)31537 f)189 78 67 56
4’2 4° 100’ 100’ 100’ 100’

a) Es una progresién aritmética con 4, =12 y d=1,2.
a,=12+n-1)-1,2=12n.

b) Es una progresién aritmética con b, =5 y d=-0,4.
b,=5+n-1)-(-0,4) =-0,4n+ 5,4.

¢) y d) no son progresiones aritméticas.

e) La sucesién es una progresion aritmética de diferencia d = %

e,= = +(n— 1) =2 2 2

f) La sucesi6n es una progresi()n aritmética de diferencia 4 = %
11 111-11n
=1 D =
Jo=trln=1) ( 100) 100
6 Di cudles de estas sucesiones son progresiones aritméticas:
a)a,=3n b) b, =5n-4 c)cn=L
n

dd,-8-3" e, =5+ £)f,=n*—1

4 " 2
a)a,—a, 1=3n-3n-1)=3n-3n+3=3
Es una progresién aritmética con d = 3.
b)b,—b, =5n—-4-[5(n-1)-4)]=5n-4-5n+5+4=5
Es una progresién aritmética con 4 = 5.

1

Ae=1,¢6=2, c‘3=%,6‘4=z,

-1, 53— = 1. Noesuna progresién aritmética.

27a=7 6
3 _8-3n_8-3(n-1) 8-3n—-8+3n-3 _-3
dd,=d, 1= 4 4 - 4 4
Es una progresién aritmética con d = %
n_(5,n=1 n_g_n,1_1
e) e,— n_1—5+ <5+ 7 ) 5+2 5 AR

Es una progresion aritmética con d = %

£)A=0,4=3 £=8 fi=15 ...

hH—-fi=3#f;—f =5. Noesuna progresion aritmética.
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7 Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones aritméticas:

a) 3,6,9,12,15,... b) 5; 4,9; 4,8; 4,7; 4,65 ...

) c,=4n-2 d)dn=%

a)dl=3; 425=ﬂl+24d=3+24‘3=75

(a1 +ay5)-25  (3+475)-25
B 2 - 2

b) bl 25; bzszbl +24d=5—24'0,1 22,6
_ (by +b,5)-25 _ (5+2,6)-25

=975

Sas

S)s 5 =95
O e =2; ¢y5=98

Sy = (cl+c§5)-25 ) (2+928)-25 1250
d)dy = Zhs dys = =2

dy+dys)-2 (‘l—4—9>'25
stz ( 1+ 25)' 5_ 2 2 _—625 --312,5

2 2 2

8 Halla la suma de los términos comprendidos entre 4,5 y a3, ambos inclusive, de las progre-
siones aritméticas del ejercicio anterior.

2) ays=3+24-3=75 a30=3+29-3=90
Lasuma es: 2+200:0 _ gos

b) bys =5 + 24 - (-0,1) = 2,6 bsyy=3+29(=0,1)=0,1
Lo 26206 g

C) 0ys=4-25-2=98 c30=4-30-2=118
La suma es: W=648

§ dyy - 1=2:25 _ 49 dyy-1=2:30 59

La suma es:

M Progresiones geométricas

9 De las siguientes sucesiones, scudles son progresiones geométricas? Escribe tres términos mds en
¢
cada una y su término general.

a) 32,16, 8, 4,2, ...
b) 1; 0,15 0,01; 0,001; ...
0 1,4,9,16,25, ...
d)2,2,22, 4,442, ...

a) Es una progresién geométrica con a; =32 y r= %

n-1 5
ag=1, ar= 2. ay= an=32-<%) =2§_1 =267
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b) No es una progresion geométrica; b4 = 36, b, =49, bg =064, b, = n2.
¢) Es una progresién geométricacon ¢; =1 y r=0,1.

¢ = 0,00001; ¢, = 0,000001; ¢4 = 0,0000001; ¢, =1-0,17~1=0,17-1
d) Es una progresién geométrica con d; = 2 y r=42.

dg=8; d,=842; dg=16; d,=2-(J2)""1=(y2)".

10 Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones geométricas y halla
la suma de los infinitos términos en los casos que sea posible:

a)a; =32, r=1/2 b) a, =10, »r=1/10
©) a1=2‘1°, r=2 d)a, =-5, r=-1/4
25
_Aysr—ay _apr —a _a
525_ 7’—1 - r—l 5 Soo— 1_7
25
- 4
a) S5 = —— =L =63,99999809 = 64 S.- M 32 32 gy
14 1-r -1 1
2 2 2
25
10.<%> - 100 a 32 _100
b)Sys=——— = 11,1= S, =—L = = =11,1
) 25 l_l 9 ° 1—7r 1_L 9
2 10
-10 25 -10
0 Sy5= 22222 £ 30767,99902 ~ 32 768

No se puede calcular S_ porque || no es menor que 1.

(L) e

d) S5 = —4 § - =5 _5__4
) S35 e - 1 s
4 5 4
11 Halla la suma de los términos comprendidos entre el 10 y el 20, ambos inclusive, de la progre-
1

sién geométrica cuyo primer término es a; = y cuya razén es r = -2,

- L. —_— 9—_
a9 = 51 ( 2) 1

_ 1 i 19__
420——512 (2) 1024

(=2)-(=1024) - (=1) _

> 1 —683.

La suma es

M Suma de potencias

12 Calcula.
a)12+22+3%+...+50%
b) 22 + 42 + 6% + ... + 100?

) 124224324 ... +502= 505%:42925

B)22+ 42+ 62+ ...+ 982+ 1002 =22(12+ 22+ 32 + ... + 492 + 50?) :22Lé'101:1717oo
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13 Calcula.
213 +223 + ... +58% + 593 + 603
2134223+ ... 45834593 4+603=(13+23+ ... +603) —(13+23+...+20%) =

2,612 2.912

M Limites

14 Calcula los términos g, @199 ¥ @1000> €n estas sucesiones e indica cudl es su limite:

a)a,=

1 b)a _2n+5 c)an=i— d)a,=3-7n
n n

n-1 ”

~

a) a9 = 0, s a100 = Oﬁa; a1000 = 0,66I

lima,=0

b) 219 = 2,55 a190 = 2,05; a; (g0 = 2,005
lima, =2

o) a19=-0,5 a190 =—-0,95; a1 099 =—0,995
lim a, = -1

CD a0 = —6,7; a100 = —697; a3 000 = -6 997

lima, = —c

15 Estudia el comportamiento de las siguientes sucesiones para términos muy avanzados e indica
cudl es el limite de cada una de ellas:

a)an=5n—10 b)bn=—n_3 C) cn= n d)dn=10_5n+n2
n+l 2n+1
=1— 2 _r- D" — (1. (s —1)2 _ -n”
ee,=1-(n+2) ) f,= e 2g,=-1)"-(n-1) h) b, = 2
N s (1) 2 N g 3n - 5 —(—1)2+1
D)i,=n-(-1)"-n j) Jn .1 k) &, 312 D Z,=(-1)

a) a1 = 40; a,99 =490; a;q00 =4990
lim a, = +o0

b) by = 0,63; bygp = 0,9603; by 40 = 0,996
lim b, =1

) ¢19 = 0,476; cg0 = 0,498; ¢1 00 = 0,4998

lime,=0,5= %

d) d; 4o = 10 =5 - 1000 + 10002 = 995010; 000 = 10— 5 - 10000 + 10000% = 99950010
limd, = +oo

€) e1000 = 1 — (1000 + 2)2 = —1004003; €100 = 1 — (10000 + 2)? = =100 040 003

lime,=—c

£) £ 000 - 1000-(-1) 1% _ 1000, 1001-(-1) 1" 1001
1000 1000 +1 1001 > /1001 1001+1 1002

La sucesién de los términos pares tiende a 1 y la de los impares a —1, luego no tiene limite (ademis,
es oscilante).

) 21000 = 1190 (1000 — 1)2 = 998001; g09; = (<1)1%!. (1001 — 1)2 = —1000 000

Se trata de una sucesién oscilante en la que los términos pares tienden a +oo y los impares tienden
a —oo. Luego no tiene limite.
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_1) 1000 ~ 1 (_1) 1001 ~ 1

h) g = - o __
) 1000 10002 1000000 10017 19012 1002001

Aunque la sucesién es oscilante, todos los términos tienden a 0, luego /im 4, = 0.

i) 71000 = 1000 - (=1)1%90 _ 10002 = —999000; #,09; = 1001 - (=1)1901 _ 10012 = —1003 002

Cuando 7 es grande, el primer término apenas influye en #? y, por tanto, lm i, = lim —n* = —co.
3-1000 __ 3000 .

- 3.10000 30000
10002+1 1000001 /10000

100002+1 100000001

i) J1000 =

Observamos que el término independiente del denominador es insignificante con respecto a 72.

3n 3

lzm]nzlzmﬁzlzmgzo

k) k1900 = > -2 5 k10000 = > -2
3.1000+2 3002 3.10000+2 30002

limk,=0

D /1()00 = (—1)1000+ 1_ -1 [1001 — (_1)1001 +1 _ 1

Esta sucesién no tiene limite porque los términos pares siempre valen —1 y los impares, 1.

Pagina 70

Para resolver

16 Calcula la suma de:
a) Los nimeros impares de tres cifras.
b) Los cuadrados de los niimeros impares de tres cifras.
a) Es la suma de los términos de una progresién aritmética en la que el primer término es 101, el
altimo es 999, y hay 450 sumandos:

¢_ (101+999).450
2

= 247500

b) Primero calcularemos:
1012+ 1022 + 1032+ ... +9992 = (12 + 22+ 3%+ ... +999%) — (12 + 22 + 3% + ... + 100?) =

- 999-10(6)0-1997 _ 100.121201 = 332162150

Ahora bien:
1012+ 1022+ 1032 + ... + 9992 = (1012 + 1022 + 103 + ... + 999%) — (1022 + 1042 + 106% + ... + 998?)
Por otra parte:
1022 + 104% + 106% + ... + 9982 = (2-51)2 + (2-52)2 + (2-53)% + ... + (2- 499)? =
=4.(512 4522+ ... + 499?)
Y de la misma forma que al principio,

51245224+ ... +499%2 = (12+ 22+ 324+ ... +4999) —(12+ 22+ 3%+ ... +50%) =

_ 499-500-999 _ 50-51-101 — 41498825
6 6

Finalmente,

1012 + 1032 + 1052 + ... + 9992 = 332162150 — 4 - 41498825 = 166 166 850
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1'7 ;Cudnto vale la suma de los 100 primeros multiplos de 72

Queremos calcular la suma de los 100 primeros términos de una progresién aritmética en la que

ﬂl = 7 y d= 7
190 = D00 100 72700)-100 5555

18 En una progresién aritmética sabemos que d =3, a,=34 y S, =133. Calcula £ y a,.

ap=a,+(k=1)-d — 34=a,+(k-1)-3
(a,+34)-k
Sp —

_larapk gy
34=£ll+3k—3 - 41:37—3k

_ (37-3k+34)-k
2

26=71k—-3k% = 3k2 71k +266=0

_ 71245041-3192 71241849 71+43 _ k =14/3 (no vale)
k= 6 T 6 6 _</€:19

4,=37-3-19=37-57=-20 = 4, =20

133 — 266=(71-3k) k

19 En una progresién geométrica de razén » = 3 conocemos Sg=1456. Calcula 2, y a,.

ag-5—4a; _ a,-°—a _a1-729—a; _728a,
r—1 r—1 2 2

ag=ay-r=4-27=108

S6 = = 3644, =1456 — a; =4

20 La suma de los infinitos términos de una progresién geométrica es igual a4y a, = 1. Calcula
a, y larazén.

ﬂ2=ﬂ1'r=1 ﬁ ﬂ1=%

a1y 1 _ 2
Soo—l_r—l_r—r_r2—4—>l—4r—4r
472 —4r+1=0 > r=417 '186_16=%=% N r=% — a,=2

21 Sabemos que la suma de 138 niimeros naturales consecutivos es 30 291. ;Cudles son el primero
y el dltimo?

Supongamos que el primer término es 4. Entonces el tltimo serd 4 + 137, luego:

(k+k+137)-138

30291 = >

— k=151 esel primer ndmero natural y 4+ 137 = 288 es el dltimo

22 Calculala suma de todos los términos comprendidos entre el 10 y el 20, ambos inclusive, de estas
sucesiones dadas por recurrencia:

a)a; =20, a,=a, ;+4
b)b1=7, b2=13,bn=bn_2+12
c) ¢ =0,625, ¢, =2c,_,

d) dy=4,d, -6, d,,:dn_z-%

a) Esta sucesion es una progresion aritmética en la que #; =20 y 4 =4.
ﬂ10=20+9'4=56; ﬂ20=20+19-4=96

(56+96)-11 _

> 836

La suma es:
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b) Esta sucesion es una progresion aritméticaen laque 6, =7 y 4=06.
b10=7+9'6=61; b20=7+ 19'6=121

(61+121)-11
2

La suma es: =1001

¢) En esta ocasién tenemos una progresién geométrica en la que ¢; = 0,625 y r=2.
c10 = 0,625 - 29 = 3205 ¢, = 0,625 - 217 = 327680

2-327680-320 _ 655 040

L :
a suma es 71

d) Esta sucesion es una progresiéon geométricaen laque d; =4 y r= %

9 19
41024.@) _ 19683 d20:4.(1) _ 1162261467

2/ 128 ° 2 131072
3 1162261467 19683
Lasumaes: -2 1310372 128 ~26294,5
o=

23 Halla la suma de todos los términos a partir del décimo de esta sucesién: a; = 6144, a, =3072,
1

a, = Z a,_-.
La sucesién dada es una progresién geométrica de razén 7= % Por tanto, se puede calcular la suma
de los infinitos términos de la sucesion.

19
6110=6144' (5) =12

La suma pedida es 121 =24.
1-L
2

24 Una célula alcanza la madurez y se reproduce por mitosis al cabo de 40 minutos. Partiendo de
un cultivo inicial de 625 células, ;cudntas tendremos al cabo de 4 horas?

Observemos la sucesidn;
a; = 625 (cultivo de partida)
a,=625-2=1250 (40 min)
ay=1250 -2 =625-22=2500 (80 min)
Vemos que los términos forman una progresién geométrica de razén r = 2.
El término general es «, = 625 - 2" 7.
Por otro lado, 4 h = 4 - 60 min = 240 min se corresponden con 7 =7.
El nimero de células es 2, = 625 - 2° = 40 000.
25 En la primera década del siglo xx1 la poblacién espanola ha crecido un 1,4 % anualmente. Si a
finales de 2010 habia 46 millones de habitantes, ;cudntos habia a comienzos del afio 20012

Sillamamos P ala poblacién a comienzos de 2001, la poblacién evolucionard de la siguiente forma:

— ) 1,4
Finales de 2001: P<1+ 100)

1,4\
¢ Finales de 2002: P<1+ 100)

1,4>10

¢ Finales de 2010: P<1+ 100

10
Por tanto, P(l+ 1’4) =46 —» P-1,01419-46 —» P-= _ 46 = 40029326 habitantes.

100 1,01410
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26 Se sabe que los dngulos de cierto pentigono estin en progresién aritmética. Si el menor mide

50°, halla los demas.
* Recuerda como se obtiene la suma de los dngulos de un pentdgono.
La suma de los dngulos de un pentdgono es: 180° - (5 — 2) = 540°

(50+50+4d)-5 _
2

de donde se obtiene que 4 =29 y los demds dngulos son: 79°, 108°, 137°y 166°.

540

Si d esla diferencia de dicha progresién, tenemos que:

27 Los lados de un hexdgono estin en progresién aritmética. Calciilalos sabiendo que el mayor
mide 13 cm y que su perimetro es de 48 cm.

Llamamos a los lados 4, a,, a3, a4, a5 y ag.
Sabemos que 45 =13 cm y que S4=48. Por tanto:

ag=ay+5d — 13=a,+5d — a;=13-5d

S (@, +ag)-6

5 — 48=(13-5d+13)-3 — 48=(26-54)-3

48 =78-154d — 15d=30 — d=%=2 - d=2
41:13_5'2213_10:3 — ﬂ1:3

Los lados del hexdgono miden 3 cm, 5 ¢cm, 7 cm, 9 cm, 11 cmy 13 cm.

28 En un cine, la segunda fila de butacas estd a 10 m de la pantalla y la séptima fila estd a 16 m. ;En
qué fila debe sentarse una persona que le guste ver la pantalla a una distancia de 28 m?

a7=16 = a;=a,+5d=10+5d=16 — d=1,2
(La distancia entre las dos filas consecutivas es de 1,2 metros).
Buscamos 7 para que «, =28 m:
a,=ay+(n-1)-d=88+(n-1)-12=28 - 88+127-12=28 - 1,2n=20,4 > n=17

La fila 17 estd a 28 metros.

29 La maquinaria de una fébrica pierde cada afio un 20 % de su valor. Si costé 4 millones de euros,
sen cudnto se valorard después de 10 aiios de funcionamiento?

— Al cabo de 1 afio valdrd — (4-10° .0,8 €
— Al cabo de 2 afios valdrd — (4 -10°) . 0,82 €

— Al cabo de 10 afios valdrd — (4 - 10°) . 0,810 = 429496,73 €

30 El 1 de enero depositamos 5000 € en una cuenta bancaria a un interés anual del 6 % con abono
mensual de intereses. ;Cudnto dinero tendremos un afio después si no hemos sacado nada en ese
tiempo?

6

* Un 6 % anual corresponde a 13 = 0,5 % mensual.

— Al cabo de 1 mes tendremos — 5000 - 1,005 €

— Al cabo de 2 meses tendremos — 5000 - 1,005%2 €

— Al cabo de 12 meses tendremos — 5000 - 1,005% = 5308,39 €
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31 Recibimos un préstamo de 2000 € al 10 % de interés anual y hemos de devolverlo en 4 aiios,
pagando cada afio los intereses de la parte adeudada mds la cuarta parte del capital prestado.
Calcula lo que tenemos que pagar cada afo.

;=500 + 2000 - 0,1 =700 €
4y =500 + 1500 - 0,1 = 650 €
3 =500 + 1000 - 0,1 = 600 €
;=500 + 500 - 0,1 = 550 €

32 Utiliza las sumas de los términos de una progresién geométrica para expresar los siguientes nii-
meros decimales periédicos como fracciones:

a) 2,4 b)1,72 0 0,35 d) 3,75923
4, 4 4 _ 1,1 1 -
2) 2444... = 2+ 10+ 105 1000 2+4(10*100*1000*"‘)
1
=2 4 10 =2 4'i=2
+ 1_L + 9 9
10
72 72 72 1 1 1
1,727272... =1 =1+72- )=
b) 1.72727 * 700 * 70000 * 100000 © T+ (100+ 10000 * 10000000 )
_1
_ . 100 _ 1L _19
“1+72 o 1+72.g5=13
100
3 5 5 5 _3 (1 1 1 )
©) 0,35555... = 35+ 1oo+1ooo+1oooo+”"1o+5(100+1000+10000+“‘>
1
.3 .5..100 _3 .5 1 _16
S0 1 107090 45
10
3,75, 923 923 _
d) 3,75923923923... = 3 + L2428 LI
_375 1 _
" 100 +923- <1ooooo 100000000 +"‘>_
1
375 100000 _ 375 1 93887
= 100 0 L1 100 92359900 ~ 24975
1000

33 Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

1 57 (n-1)>? n?+1
SRS T b b= Vs d,=
3n+1 -3 1+n)3 \n
=272 f = hb =
==, o= 223 ) 8 &=, )z Vb= i

1
a)d1000=1+W21

Vemos que el limite es 1 porque el segundo sumando tiende a 0.

10 100 150
b) byg = Sa =25, p = 5 78886 % 1055 by = D = 4,1007 X 105
Vo =107"128° 100= 1507 PO 1507

Como se puede ver la sucesién crece indefinidamente y el limite es +oo.
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C) Elo = 0,7864; 6'100 = 0,9798; 1 000 = 0,9980
lime,=1

d) dlo = 0,5025, leO = 0,500025, 6[1 000 = 0,50000025

/ -05<L
limd,=0,5= 5

e) €10 = 9,805 €199 = 30,1; €100 = 94,90
lime, = +oo
) fio = 1,756; fi00 = 1,973; fi000 = 1,997
limf, =2
g) 210 = 20,7975 @100 = 107,278; £ 000 = 1007,027
lim g, = +oo
h) 5y = 0,760;5 h1o0 = 0,909; 5y 00 = 0,969
lim b, =1

34 Calcula el término general de las siguientes sucesiones y luego halla su limite:

93, 5 7 9 1 7, 4 1 =2 =5

Y — L =, =, =

_2 _7) _12) _17) _22’ eee

o =29 96 91 -84 75
10° 20° 30° 40’ 50°

a) Tanto las sucesiones de los numeradores como las de los denominadores son progresiones aritméticas.

a = 3+(7’l—1)2 _ 2n+1 Zl,manz_;

" 2+(m-1)-(-5) —5n+3 5
b) La sucesién de los numeradores es una progresion aritmética y la de los denominadores es la suce-
sién de los cuadrados de los ndimeros naturales.

bn= 7+(7’l—i)'(—3)=—3n;10 Zz’m5n=0
n n
¢) La sucesién de los numeradores se obtiene restando a 100 los cuadrados de los ndmeros naturales.
Los denominadores son los multiplos de 10.

_ 100 -»?
" 107

¢ limc, = —oo

35 Halla el término general y estudia el limite de esta sucesién:
2, ‘/E, fi/E’ 4‘/5’ 5‘/5’ eee
a,= 7£/§ _pln
ay=2; ay= 2 ~ 1,4142; a3 = 32 = 1,2599; a4 = 42 =~ 1,1892; ...; a5y~ 1,0718
51100 = 1,00696, ll’m ﬂn =1
36 a) Demuestra que:
22+42+6%+8%2+102=4(1%+2%2+3%2+4%+5?)
b) Calcula la suma de los cuadrados de los 50 primeros niimeros pares.

¢) Calcula la suma de los cuadrados de todos los niimeros impares menores que 100.

)22+ 42462+ 82+10%2=2-1)2+(2-2)2+ (2-3)2+ 242+ (2-52=22(17+22+ 32+ 4%+ 5?)
)22+ 42+ G2+ ... + 982+ 1002 = 22(12 + 22 + 3% 4 ... + 492 1 502) = 22 505% = 171700

) 124+3%24524...4992= (12422432 442+ ... + 992+ 100%) — (22 + 4% + 6> + ... + 982 + 100?) =

- M —171700 = 338350 — 171700 = 166650
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3'7 Halla la siguiente suma:

113+133+153+173 +... + 333
Llamamos S=113+ 133+ ... + 313 + 333.

2 2
13+23+33+...+103+113+123+...+323+333=%=314721

2 2
4434+, 4323213+ + .+ 163)=8~16# - 147968

Por tanto:
P33 .. 49341134133+ ...+ 313 + 3332314721 — 147968 = 166753
S=166753-(13+3%+... +9%) = 166753 — 1225 = 165528
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Cuestiones tedricas

38

39

40

41

Sea a, una progresién aritmética con 4> 0. ;Cudl es su limite?

Si d> 0, lasucesion se va haciendo cada vez mayor. Por tanto, /im a, = +.

Si a, esuna progresién geométrica con r = %, scudl es su limite?

* Ten en cuenta el signo del primer término.

Al ir multiplicando por 3 Sucesivamente, los términos se van aproximando a cero.

Es decir, lima, = 0.

Si la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica es 5, ;qué podemos decir del
valor de 72

Inventa un ejemplo con 7 positivo en el que se verifique esto. Inventa otro ejemplo con 7 ne-
gativo.

Podemos decir que |r| <1 porque se pueden sumar sus infinitos términos.

bl
i 255 5 -2 .
Con 7> 0 tenemos, por ejemplo: A A IR T AR A Seo 1 5.
- .20 20 20 20
Con 7<0 tenemos, por ejemplo: 3" 9 0 T8
20
En este caso S = 3 .5

3
La sucesion 3, 3, 3, 3, ... puede considerarse una progresién aritmética y también geométrica.

¢Cuil es la diferencia en el primer caso? ;Y la razén en el segundo?

— Es una progresién aritmética con d = 0.

— También es una progresién geométrica con 7= 1.
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42 En una progresién geométrica cualquiera, a, ar, ar®, ..., comprueba que:
al'a6=a2'ﬂ5=a3°a4

:Se verifica también que a3 - 4, = a; - ag? Enuncia una propiedad que exprese los resultados
anteriores.

ﬂl-ﬂ6=ﬂ-(¢l-75)=42-7’5

ay-as=(a-r)-(a- H=a?.7> | Son iguales

43-a4=(a-72)~(a-r3)=az'r5
8

43-a7=(a-r2)~(a-r6)=42'r )
g ( Son iguales

as-ac=(a-r)-(a-r)=a*-r
446

Para profundizar

43 Calcula el limite de cada una de estas sucesiones:

a)a,= —12 +—22 +...+—n2
n° n n

by 12, 12422 12422432
13’ 13423 13423433

0 1.12 2-(12+2%) 3.(12+22+3%
137 13423 7 13,23,:33

.22 2.2%+4%) 3.(22+4%+6?)
137 13423 7 13423433

a) 4, = Lz(l+2+3+.,_+n):L<M>:L.<”+_ﬂz>:m
7

n? 2 n* 2 2n?

9 eee

d)1

Hallamos el limite: a4 = 0,55; 2109 = 0,505; ;g9 = 0,5005; lim a, = 0,5 = %

b) Usamos los resultados de la pagina 59 de esta unidad para el numerador y el denominador.

n(n+1)2n+1)
_ 6 :4n(n+1)(2n+1):2(2n+1): 4n+2 . Iim 4dn+2  _
" n2(n+1)2 612 (n+1)2 3n(n+l)  3u24+3n 3n%+3n
4

¢) Cada término de esta sucesién es igual al correspondiente de la anterior multiplicado por el lugar
que ocupa. Es decir:

4n*+2n . 5, 4n*+2n _ 4

c,=n-b,=FE [y 2T ER o 2

" " 3n%+3n 3n2+3n 3
d) Observamos que:

22=22.12

224 42=22.(12+2%

224424 62=22.(17+2%+ 3%

Este resultado es el cuddruple de la sucesién del numerador del apartado b), por tanto, el término
4. n(n+1)2n+1)

—e

general de este numerador es 7 -

El denominador es igual al denominador de la sucesién del apartado b).

n.4‘n(n+1)(2n+1)
d = 6 =16n2(n+1)(2n+1)=16n+8. Jim L67+8 _ 16
? n?*(n+1)2 6n*(n+1)? 3n+3 3n+3 3
4
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44 Sillamamos f, y [, alos términos generales de las sucesiones de Fibonacci y Lucas, respecti-
vamente:

a) Compruebaque: [, =f, 1 +f,.1=2f,_1+/,

b) Halla el término J,;, obteniendo, a partir de la férmula, los términos de la sucesién de Fibo-
nacci que necesites.

n+l

c) Comprueba que lim 7 0, dividendo, por ejemplo, 1;;: 40y L5 4.

n
:Sabrias demostrarlo de forma general?

a) Podemos comprobar la relacién observando los primeros términos de ambas sucesiones:
Sucesién de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...
Sucesién de Lucas: 1, 3, 4,7, 11, 18, 29, ...
Por ejemplo, 5=4=1+3=f +f5 otambién, [g=18=5+13=f +f
Vedmoslo en general:

Utilizando la propiedad del ejercicio 11 (pdg. 60 de la unidad), tenemos que:

[ +1 / /
f;1+l+f;z—1= n+5n+2+ ﬂ_é+ n=%ln+%ln 5[n+2 5[71 5 n 2+ (1 +1+ln)=

g/ 51n+1+51n ,- 21n+ (,+1, 1)+ = §1n+;/n 1+;zn ,-
4y

>, (zn L+l 2)=§/ +;1,,-/,,

Ademas, f, 1 +f,_1= +fo_1) +fr_1=2f,_1+/], porlaformaen la que se construye la sucesién
de Fibonacci.

b) Utilizando la propiedad del ejercicio 10 (pdg. 60 de la unidad), tenemos que:
19
fio=2 1<1+I> - 4181

55\ 2
20
o= 5 - f<1+2[) =076
bo=2fo+fo=2-4181+6765=15127
9 9

fom 8- 5(255) -

fi1=34+55=89

fi2=55+89 =144
ho=2fg+fip=2-34+55=123
hy=2fo+fi1=2-55+89=199
Ly=2f1+f12=2-89 + 144 = 322

Iy _199 _ o 322 L. 1445
Iy 123" 1,6179; 5,199 " 1,6181, que son valores muy préximosa ¢ = —5 = 1,618.
De forma general:
q) ¢n+2
Lim =1L = [im Jo+ Jora =lim ‘/7 = lim ¢n§1+¢2)2 =limo=9¢
ln f;1—1+f;1+1 ¢ (l)n_ (1+¢)
ﬁ
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Autoevaluacion
Pagina 71
, forrd y - n*—709
1 Determina los términos 4y, a9; y a5, de la sucesién cuyo término general es: «, = i3
+
:Cudl es su limite?
12-709 97% - 709 5002 —709 _ 249291
= =—1 : = = ; = = = 1

S T B T T A T P ST B

Observamos que los términos independientes se hacen insignificantes comparados con los otros térmi-

nos, luego:

lima,=lim = limn = +o0
n

2 Escribe los diez primeros términos de la sucesién definida asi: 2, =4, a,=7, a,,,=2a,—a,
ay=4; ay=7; a3=2-4-7=1; a45=2-7-1=13; as=2-1-13=-11;
ag=2-13-(-11)=37; a;=2-(-11) - 37 =-59; ag=2-37 - (-59) = 133;
ag=2-(-59) =133 =-251; a;5=2-133 - (-251) =517

3 Halla el término general de las siguientes sucesiones. Indica cudles de ellas son progresiones arit-
méticas y cudles progresiones geométricas:

a) 3,7,11, 15,19, 23, ... b)1,2,5,10,17, 26, ...
c) 1024, 512, 256, 128, ... d) 3,-9, 27, -81, 243, ...
e) 8/13, 19/52, 3/26,-7/52, ... f) 4,3,5,2,6,1,7,0, ...
g) 24, 18, 27/2, 81/8, 243/32, ... h)o0, 2, 6, 12, 20, 30, ...

a) Es una progresién aritmética de diferencia = 4.
a,=3+n-1)-4=4n-1

b) No es una progresién. Los términos son una unidad mayor que los cuadrados perfectos, empezando
por el cuadrado de 0.

bn=(n—1)2+l=n2—2n+2

¢) Es una progresién geométrica de razén r = %

n—1
cn=512.<%) =29.9l-n_910-n

d) Es una progresion geométrica de razén r = -3.
d =3.(=3)""!
e) 8 32 19 3 _6 -7

13527527 26 527 52777
16

Asi vemos que es una progresién aritmética de diferencia o= — ==

52°

8 16)_—4n+12

-8 1. (10| =4n+12
@15+ ( 52) 13

f) No es una progresién. Los términos impares forman una progresién aritmética de diferencia o = 1.
Los términos pares forman una progresion aritmética de diferencia & = —1.

3+nT+l si 7 esimpar

1=

4—% si 7 espar
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g) Es una progresién geométrica de razén r = %

n—1
24 . (3

h) No es una progresién. Observamos la siguiente relacién:
0=1-0
2=2-.1
6=3-2
12=4.3
20=5-4

Luego h,=n(n—1)=n*-n

4 Halla la ley de recurrencia por la que se forman las siguientes sucesiones:
a) 7, 8, 15, 23, 38, 61, ...
b)1,1,1,3,5,9,17, 31, ...
00,1,2,3,6,11, 20,37, ...
d1,1,3,7,17, 41,99, ...

a) Cada término, a partir del tercero, es la suma de los dos anteriores. Por tanto:
a =7 a,=38 a,=a,_ 1+a,_,

b) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:
a; =1 ay =1 az =1 a,=4a,_ 1+d, ,+4a,_;

¢) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:
a;=0 ay =1 az=2 a,=4a,_1+d,_,+a,_;

d)a; =1 a, =1 a,=2-a, |+a, -

5 Halla las siguientes sumas:

a)3+7+11+...+43

b) 1000 + 1000 - 1,1 + 1000 - 1,1% + ... + 1000 - 1,15

c)80+40+20+10+5 +...

d) 1017 + 1022 + 103? + ... + 1407

3 +43+53+...+153

a) Es la suma de los once primeros términos de una progresién aritmética de primer término 2; =3 y
diferencia d = 4.
a,=4n-1 a; =3 a;, =43

S = AL 3+243 11=253

b) Es la suma de los quince primeros términos de una progresién geométrica de primer término
ay;=1000 yrazén r=1,1.

ayr"—a 1000-1,1'-1000
S,=—1—"L = §5= ’ =31772,48
" -1 5 1,1-1 177
¢) Esla suma de los infinitos términos de una progresién geométrica de primer término #; = 80 y razén
r=1/2.

Za 80
= = =1
5o 1-» 1-1/2 60
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d)12+22+3%+ s 2o 2D Qnsl)
C

1012 + 1022 + 1032 + ... + 1402 = (12 + 22+ 32 + ... + 140®) — (12 + 22 + 3% + ... + 100?) =
_ 140141281 _ 100-101-201 _ 5546960 —2030100 _ 55614

6 6 6
) 1P+22+3%+ . +nd= 2ne1)?
7
2 142
33+43+53+...+153=(13+23+33+...+153)—(13+23)=w—9=14391

4

6 En una progresion aritmética, a,5=43 y agg = 85,6.
a) Ca.lcula Slo().
b) Obtén el valor de a,,,.

ﬂls =6Zl +14d=43

asa=al+854=ss,6} = 85d-14d= 42,6 > d=06

a4 = 43— 14-0,6 = 34,6
a) ﬂ100=34,6+99'0,6:94

510, (34,6+294)-100 6430

b) 4359 =a; +219-d = 34,6 +219- 0,6 = 166
7 Dados estos dos términos de una sucesién, 2; =2 y a5 = 8, halla cuatro términos mds y el término
general suponiendo que se trata de una progresién:
a) aritmética.
b) geométrica.
a) Si es una progresion aritmética, entonces:
ay=ay+2d = 8=2+2d, dedonde 4=3.
Término general: 4, =2+ 3(n—1)
Términos de esta progresién son: @, =5; a5=11; as=14 y ag=17.
b) Si es una progresién geométrica, entonces:
a3 =38
az =ay - r2=8 y, de aqui, = 2.
Término general: «, = 2"

Términos de esta progresion son: a, = 4; a4 =16; as=32; ag=064.

8 Halla los limites de las siguientes sucesiones:

2
2) @ = % b) &, - 5n++3ln ) € = ”5;1
d)d, = (-5)"+ n? ) e, = 2n=2 £)f, = (-3)"
" " 3-2n n

IS LS |
b-dey  weotm o cp
a) a9 = 0’5 a0 = 0105 a1000 = 0,005 e /l/m % =0
b) élo = 3’18 élOO = 3’02 b] 000 = 3,002 - /l,m % =3
) €10 = 2,02 = 20,002 - 200,0002 —> lim 2oL _ 4o
¢ co=2 €100 ’ €1000 , im 5 +
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d) 4,90 = (=5)1%° + 100 = 7,8886 - 10
dyoy = (=5)101 1+ 1012 = —3,9443 - 107°

En esta sucesion la potencia de 7 apenas influye en el valor de los términos. Se trata de una sucesién
oscilante en la que los términos pares tienden a +oo y los impares tienden a —eo. Por tanto, no tiene
limite.

5.100-2 498
3-2.100 197 2,5279

_5.1000-2 __ 4998 __
“000= 3771000~ 1997 > 0%

En esta sucesion los términos independientes tienen una influencia insignificante.

€) €10 =

£) fio = (=3)°°=7,1790 - 10?3
for = (£3)°1 = —2,1537 . 10%

Se trata de una sucesién oscilante en la que los términos pares tienden a +co y los impares, a —oo. Por
tanto, no tiene limite.

__3 100 _
g) gloo = 100 + 3 —33,363

__3 1000 _

En esta sucesion la primera fraccién se hace cada vez mds proxima a cero, ejerciendo una influencia
insignificante en el resultado.

La segunda fraccién se hace muy grande cuando 7 crece indefinidamente.

Por tanto, lim g, = lim % = too.

= lim

2
h) lim 40&3” =0 porque el numerador es constante y el denominador, en valor absolu-

4000
_n -n
to, se hace muy grande.

(_1)1000+1 D

D) 700 = - ~0,001
D 71000 = "5 7000~ 1000

; ~ (_1)1001+1 ~
10T 21001

Los términos impares siempre valen 0 y los pares tienden a 0 porque el numerador es constantemente

2y el denominador se hace muy grande.

Por tanto, lim i, = 0.



